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10. osztaly

1. feladat: Két gépkocsi halad az autépalyan egy irdnyban. A koztiik 1év6 tavolsdg jelenleg 2 km,
és minden n-edik percben % km-rel csokken. Utoléri-e a mésodik jarmi az elotte haladot?
Gecse Frigyes (Ungvdr)

1. feladat I. megoldasa: A két jarmii kozotti tavolség n perc alatt (75 + 57 + 35 + ... + -z )-tel
csOkken, ezért ez a tavolsag
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Ezért D, > 1 — (1 — %) = % > 0 n minden természetes értékével. Tehat a masik jarmi soha nem éri
utol az el6tte haladét.

2. feladat: A k; és ky korok az A és B pontokban metszik egymast.

A kq kor tetszlleges (A-tdl és B-t6l kiilonbozd) K pontjat osszekotjiik az A és B pontokkal. A K A és

K B egyenesek a ks kort masodszor a P és Q pontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy a PQ hir meréleges
a ki kor KM atmérGjére.

Dr. Pintér Ferenc (Nagykanizsa)



2. feladat I. megoldasa: Legyen E a P(Q egyenes és M K egyenes metszéspontja. Akkor elegendd
bizonyitani, hogy QFEK haromszogben az E szog derékszog, vagy EKQ/ + EQK / = 90°.

Felirhatjuk: FKQZ+EQK/ = MKA/+ AKB/+ BAK / Ugyanis EQK és BAK szogek a ko kor
PB ivére tamaszkodo keriileti szogek, ezért egyenlok. De a felirt harom szog 0sszege a k1 korén sorban
az M A, AB és BK ivekre tamaszkodnak, melyek Gsszesen egy félkort tesznek ki, tehdt fokmértékiik
Osszege 180°. Ezért a harom szog Osszege ennek a fele, tehat 90°.

3. feladat: Melyek azok a természetes n szdmok, melyekre n? — 440 teljes négyzet!
Dr. Kdntor Sdndorné (Debrecen)

3. feladat I. megolddsa: Legyen n? — 440 = m?, m egész. Ebbdl n? — m? = 440 <=
(n+m)(n—m)=2%-5-11. Az n + m valamint n — m szdmokra fenndll6 lehet6ségek kivéalasztasakor
most azt vessziik figyelembe, hogy n+m > n—m tovabba mindkettd paros, mert szorzatuk paros. Ezért
a kovetkezd lehet&ségeket kapjuk:

n+m=4-5-11, n+m=4-11, n+m=2-11, n+m=2-5-11,
n—m=2; n—m=2-5; n—m=4-5; n—m=4.
Megoldva a négy egyenletrendszert, négy n-értéket kapunk: 111, 27, 21 és 57. Mindegyikre teljesiil
a kovetelmény: 1112 — 440 = 11881 = 109%; 272 — 440 = 289 = 17%; 212 — 440 = 1 = 12; 57% — 440 =
2809 = 532.

4. feladat: Létezik-e olyan x és y természetes szam, melyekre 7% — 5Y = 20047
Kacso Ferenc (Marosvdsdrhely)

4. feladat I. megoldasa: Felhasznaljuk a szamelmélet ismert allitasait: barmely természetes n-re
a™ —b™ oszthaté (a — b)-vel, paratlan n-re pedig oszthaté (a + b)-vel, ahol a és b egész szdmok. Felirjuk
az egyenletet mésképpen: (7% 4+ 1) — (¥ — 1) = 2006. Itt pdratlan z-re és barmilyen y-ra a baloldal
mindkét tagja oszthatd 4-gyel, a jobb oldal 2006 viszont nem. Tehat z nem lehet paratlan. Ha az
egyenletet (7% — 1) — (5Y + 1) = 2002 alakban irjuk fel, akkor a bal oldal mindkét tagja oszthaté 6-tal,
a jobb oldal viszont 2002 nem oszthaté 6-tal. Tehat y sem lehet péaratlan. Ha = és y péarosak, akkor
x = 2k, y = 2m, és az egyenletet ilyen alakban irhatjuk: (49k — 1) — (25™ — 1) = 2004. A bal oldalon



49% — 1 oszthaté 48-cal, 25™ — 1 pedig 24-gyel, vagyis a bal oldal oszthaté 8-cal a jobb oldal 2004 pedig
nem. Tehdt, a keresett x és y nem létezik.

5. feladat: Adott a térben hat tetszéleges pont. Ezeket 0sszekotjiik az dsszes lehetséges médon. Iga-
zolja, hogy azon harom szakasz felezGpontjai altal alkotott haromszogek silypontjai, amely szakaszoknak
paronként nincs egy koézos végpontja, egybeesnek.

Bencze Mihdly (Brassd)

5. feladat I. megolddsa: Legyen A, B, C, D, E, F az adott hat pont, AB, CD és EF a hdrom
kivalasztott, a feltételnek megfelel6 szakasz. M, K és P sorban e szakaszok felez6pontjai, az MK P
haromszog sulypontja pedig S. Akkor a tér tetszéleges O pontjara a hdromszog sulypontjanak valamint
a szakasz felezépontjanak ismert vektorképleteit alkalmazva felirhatjuk:
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Konnyt belatni, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az AB, CD és EF szakaszok helyett barmely
masik harom alkalmas szakaszt védlasztjuk. Ebbol kovetkezik, hogy az S pont minden esetben ugyanaz.

6. feladat: Egy trapézba, melynek egyik szara 40 cm, teriilete 1280 cm?, kér frhaté. A trapéz
magassaga az alapok mértani kozepe. Bizonyitsa be, hogy a trapéz koré is irhaté kor, és szamitsa ki a
beirt és koré irt korok kozéppontjai kdzdtti tavolsagot!

Gecse Frigyes (Ungvdr)

6. feladat I. megoldasa: Az &dbra jeloléseivel: PC = /402 —ab; BM = a — b — v/402% — ab.
Figyelembe vessziik, hogy a trapézba kor irhatd, vagyis a szemben fekvé oldalak Osszege egyenld, az
AM B derékszogi haromszogben alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, felirjuk a trapéz tertiletét, kapjuk az
alabbi egyenletrendszert:

a+b=40+c;

(Vab)” + (a— b - VAT = ab)” = ¢
(a4 b) Vab = 2560.
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Az elsé egyenletbdl ¢ = a + b — 40, ebbél ¢ = a? + b% + 1600 + 2ab — 80a — 80b. Ezt az eredményt a
mésodik egyenletbe helyettesitve, és elvégezve az dtalakitdsokat, a v/1600 — ab (a — b) = 40 (a + b) —2ab
egyenlethez jutunk, amit négyzetre emelve csak (a +b) és ab alaku kifejezéseket tartalmazd egyenlet
adodik:

(1600 — abd) ((a + b)2 — 4ab> = 1600 (a + b)2 — 160ab (a + b) + 4a*b*.



Ebbdl egyszertisitésekkel az (a + b)2 — 160 (a + b) + 6400 = 0 egyenletet kapjuk, ahonnan a + b = 80.
Ezutdn a rendszer harmadik egyenletébdl vab = 32 <= ab = 1024. Feltételezve, hogy a > b, az
alapokra a = 64cm és b = 16cm értékeket kapjuk. A ¢ szdrra ¢ = 80 — 40 = 40(cm) értéket kapjuk, ami
annyit jelent, hogy a trapéz egyenld szaru. Tehdt, koré is irhaté kor. Mind a beirt, mind a koré irt kor
kozéppontja a szimmetriatengelyen fekszik. Legyen GK = y, akkor KE = 32 —y. Az AFK és BGK
derékszogii haromszogekbél a koré frt kor sugardnak négyzetét kifejezve az y? + 322 = (32 — y)2 + 82
egyenlet adédik, melyet megoldva y = 1 értéket kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a K pont valéban a trapéz
belsejében van. Végiil OK = 16-1 = 15 (cm).

6. feladat II. megoldasa: Eloszor igazoljuk, hogy a trapéz egyenld szari. Ehhez elegendd bi-
zonyitani, hogy a beirt kor az alapokat a felezOpontokban érinti. A trapéz alapon fekvl szdgeinek Gszege
180°, a beirt kor kozéppontja pedig a szogfelezOk metszéspontja, ezért AOBZ = CODZ = 90°. Az
AOB és COD derékszogii haromszogekbdl r? = zu = yv, ahonnan T=x (*).

A feltétel szerint a magassag az alapok mértani kozepe: (2r)% = (z + ) (u + v), vagyis zu + zv +
yu + yv = 4zu. De zu = yv miatt xv — 2zu + yu = 0, melyet (yu)-val osztva (*) figyelembevételével az

2 2
(5) _9 (g) F1=0 < (g - 1) = 0 cgyenlethez jutunk. EbbSl £ = 1, azaz @ = y és akkor u = v.

A tovéabbi szamitdsokat az olvasdra bizzuk.

7. feladat: Az § kozonséges tort tizedes tort alakja olyan végtelen szakaszos tizedes tort, amelynek
szakasza (b — 1) szamjegyb6l all. Az a és b szdmok pozitiv egészek. Fejezziik ki az egy szakaszban 16v6
jegyek Osszegét b-vel!

Bogddn Zoltdn (Cegléd)

7. feladat I. megoldasa: Végezziik el néhédny tort tizedessé alakitdsat! PI. % =0,142857142857... =
0, (142857), % = 0,1666... = 0,1(6), % = 0,076923076923 ... = 0, (076923). Azt taldljuk, hogy csak
az elsd példdra teljesiil a feladat feltétele: a nevezb 7, és (7 — 1) szdmjegybdl &ll a szakasz. Ebben
az esetben az osztds folyamatos elvégzésekor minden lehetséges maradékot megkapunk (természetesen
a 0 kivételével). Ezek a maradékok: 1, 2, 3, 4, 5, 6 (mds sorrendben). Az osztdskor mindig egy 0-t
irunk jobbrdl a maradékhoz, vagyis a tizedes tort szamjegyei ugy &allnak el6, hogy 10-et, 20-at, 30-at,
stb. osztjuk 7-tel, mikozben a szakasz szamjegyei a nem teljes hanyadosok lesznek, ugy is mondhatjuk, a

[Q] ; [%] stb. szamjegyek. Altaldnos alakban ha b-vel osztunk, a maradékok az 1,2, 3, ..., (b — 1) szdmok

7
lesznek, a szakasz szdmjegyei pedig [22];[22];. . .; [Mb_l)] szdmok. De % = [%] +5E (k<b-1),

ahol az rp szam a 10k szam b-vel valé osztasanak maradéka.
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Végiil [2]+[22]+.. .+ [%} =5(b—-1)-0,5(b—1) =4,5(b—1). A megolddst nem befolydsolja
a szakasz és a tizedes vessz6 kozott esetleg el6fordulé szamcesoport.



