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Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Keérjiik a javito tandrokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavi-
tasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat
nem kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoriaban versenyzé tanulok dolgozatait 13 ponttél kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5—7 pontos) meg-
oldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiirds alapjan a Versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozasi ttmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2012. november A versenybizottsag

1. feladat

Az ABC egyenl§ szaru haromszog AB alapjan vegylink fel egy P pontot. P-bél
merdlegeseket allitunk a két szar egyenesére, ezek talppontjai I, illetve J. A héromszog
magassagpontjat jelolje M. Mutassuk meg, hogy a PM egyenes athalad az I.J szakasz
felez6pontjan.

Els6 megoldas: Nyilvan PI | BM és PJ || AM, ezekbdl tobb kivetkeztetést vonhatunk
le. Legyen egyrészt D és E az AM és PI, illetve a BM és PJ egyenesek metszéspontja,
ekkor a PEM D négyszog parallelogramma. (1 pont)

Maésrészt PBE és APD hasonlo egyenlé szarti haromszogek, hasonlésaguk aranya
A= PB : AP. Ugyancsak hasonlok a BP.J és API haromszogek, mégpedig ugyanazzal a
A arannyal. (2 pont)

Ezért PJ : PI = PE : PD (= \),azaz PJ : PE = PI : PD. Tehat egy P kozéppontu,
alkalmas aranyu kozéppontos nagyitas a DFE szakaszt az I.J szakaszba, a felezGpontot a
felez6pontba viszi. (2 pont)

Amikor a PEM D parallelogramméat a P csticsabol mint kézéppontbol nagyitjuk, a
parallelogramma kozéppontja — azaz DFE felez6pontja — a PM atlo mentén mozdul el.
Tehat IJ felez6pontja rajta van a PM egyenesen. (2 pont)
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Masodik megoldas: Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy koordinéta-

rendszerben elhelyezve a haromszog csucsai A(—1,0), B(1,0) és C(0, ¢), valamint az adott

pont P(p,0). A haromszog magassagpontja ekkor M (0,1/c). (1 pont)
A PM egyenes egyenlete ezekbdl

1
—x+py = b (1 pont)
¢ c

Az AC és BC szaregyenesek egyenlete
y=-czr+c, illetve y=—cxr+c.
A P pontbol AC-re és BC-re allitott merdlegesek egyenlete
r+cy=np, illetve rT—cy=mp.

Az egyenletrendszerek megoldaséaval az

—c2+p cpte Ac+p —cptec
I illet J
<c2—|—1’02+1)’ e <02+1’ 02+1>

pontokhoz jutunk. (3 pont)
Az 1J szakasz felezGpontja az

p c
F
(02—1—1’ c2+1>

pont. Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy F' koordinatai kielégitik a PM egyenes fenti
egyenletét. (2 pont)




2. feladat
Legyenek 1 < k < n rogzitett egészek. Mennyi az

T1To ... T+ 2203 ... Tht1 + oo + Tp—k+1Tn—k+2 - - - Tp

kifejezés maximuma, ha x4, ..., x, nemnegativ szimok és 6sszegiik 17
Megoldas: Jelolje az Osszeget S. Haxy = ... =2y =08és xpp_p11 = ... =z, = 1/k,
akkor S = 1/k*. Megmutatjuk, hogy ez a keresett maximum. (1 pont)

Irjuk S els6 két tagjat (z1+2x, 1) ... 2y alakba (ha k = n, akkor az alabbi algoritmus
elejét értelemszertien atugorjuk). Ha z; > 0, akkor legyen x; 0j értéke 0, zo-é pedig (a
régi) x1 + Tr41, ezzel S-ben az els§ két tag Osszege nem valtozott, a tovabbiak pedig
nem csokkentek (s6t altalaban néttek, hiszen z; ott mar nem szerepel, és zjiq értékét
noveltiik). (3 pont)

Az (4j) S els6 — (x1 = 0 miatt most méar) 0 értékii — tagjat hagyjuk el, és ismételjiik
meg az eljarast a megmaradt els két tagra: (zo + Tk42)x3 ... Tpr1-ben zo-t cseréljik O-ra,
Tr+o pedig legyen a korabbi xo + xjio Osszeg, ezzel S értéke ismét nem csokkent. Az
eljarast mindaddig folytatjuk, amig S-ben mar csak egy tag marad. (1 pont)

Ekkor S =z, g41...2Tn, ahol g1+ ...+ 2, = 1. Mivel az Gsszeg rogzitett, ezért
azZ Tp_kg+1 - - - Tp Szorzat a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan akkor
maximalis, ha mind a k tag egyenld, azaz értékiik 1/k, és ekkor S = 1/k*. Mivel belattuk,
hogy barmely x; szamokra legfeljebb ennyi az S értéke, ezért valoban ez a maximum.

(2 pont)

3. feladat

Rogzitsiink a sikon egy AB szakaszt és annak egy P belsé pontjat. Ha ABC tet-
sz6leges haromszog, hizzunk P-bdl parhuzamost az AC, illetve BC oldalakkal. Ezek az
egyenesek a BC oldalt a ) pontban, az AC oldalt az R pontban metszik. Az APR és
BPQ haromszogek koré irt korok P-t6l kiilonb6z6 metszéspontja legyen H. Mi a H pontok
halmaza, ha a C pont a sik minden, az AB egyenesre nem illeszkedd pontjan végigfut?

Elsé megoldas: Ha az ABC haromszogben C-nél hegyesszog van, akkor AH P<< = ARP<
és PHB< = PQB<, mert azonos iven nyugvo keriileti szogek az APR haromszog koré,
illetve a PB(@ haromszog koré irt korben. Emellett ARP< = PQB<, mert egyallasiu
szogek. Igy AHP< = PHB<, azaz HP felezi az AHB szoget. (1 pont)

Ha C-nél derékszog van, akkor a két kor érintkezik P-ben, és nem keletkezik a H pont.
Ha pedig a haromszog tompaszogi a C' cstiicsdban, akkor a két kornek félkdrnél nagyobb
ivei vannak az AB egyenesnek a C-vel atellenes félsikjaban, ezért a H metszéspont is ebbe
a félsikba keriil. Az AHP szog és a PHB szog ilyenkor 180°-ra egésziti ki az egymaéssal
egyenlé ARP, illetve PQB szogeket, és ezért most is AHP<t = PHB<Z, azaz HP bels6

szogfelezs az ABH héaromszogben. (1 pont)
A szogfelezététel alapjan AH : HB = AP : PB. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy P nem az AB szakasz felez6pontja. Ekkor az ABH haromszog H-beli
kiils szogfelezGje az AB egyenest metszi egy S-sel jelolt pontban. A kiilsé szogfelezére
vonatkozo szogfelezstétel alapjan AS : SB = AP : PB érvényes. Az AP : PB arany
a C csiics valasztasatol fiiggetlen és egyértelmiien meghatarozza az S kiils6 pontot, ezért

3



barmely C' mellett S ugyanaz a pont. A kiils6 és a belss szogfelez6 merdéleges, igy H az
S P szakaszra allitott k Thalész-kor pontja. (A k korre az AH : HB = AP : PB feltételbdl
kozvetlentil is raismerhetiink mint az A és B alappontokhoz és ehhez az aranyhoz tartozo
Apolloniosz-korre.) (2 pont)

Megmutatjuk, hogy a k kérnek barmely, S-t6] és P-t6l kiilonb6z6 pontjat megkaphatjuk
mint H-t alkalmas C' valasztasa mellett. Valoban, ha tetszGlegesen adott a H € k,
H # S, P pont, akkor tekintsiik az APH haromszog koré irt ky kort és a PBH harom-
sz0g koré irt ko kort, majd vegyiink fol ki-en egy A-tol és P-t6l kiilonbozé tetszéleges R
pontot. Huzzunk parhuzamost PR-rel a B ponton keresztiil, ez az AR egyenesbdl C-t, a
ko korbol Q-t metszi ki. A Kkeriileti szogek tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy ekkor PQ is
parhuzamos AC-vel. (1 pont)

Ha a P pont az AB szakasz felez6pontja, akkor az AH : HB = AP : PB egyenlGségbdl
AH = HB kovetkezik, tehat ilyenkor H az AB szakasz felez6 meréleges egyenesén van.
Ennek az egyenesnek minden P-t&l kiilonb6z6 pontja el is all H-ként, ezt ugyancsak a
fenti konstrukcié mutatja. (1 pont)

Megjegyzés: A megoldasbol kiolvashato, hogy a mértani hely mindegyik H pontjat végtelen
sok kiilonbo6z§ C valasztasaval is eld lehet allitani. Rogzitett H mellett a hozza tartozo C'
pontok azt a kort alkotjak (az A és a B pont hijan), amelyet az APH haromszog koré irt
korbol az A kozépponti, AB/AP aranyu nagyitassal kapunk.

Masodik megoldas: Az APR haromszog és a PB(Q) haromszog parhuzamosan hasonlo,
tehat vagy egymas eltoltjai, vagy pedig kozéppontos hasonlosag van kozottiik. (2 pont)

Ha P nem az AB szakasz felezGpontja, akkor a kozéppontos hasonlosag esete all
fenn. A hasonlésdg O kozéppontja az AB egyenesre illeszkedik, és helyét A, P és B
egyértelmiien meghatarozza C' helyzetétdl fliggetleniil. A koriilirt koroket is ugyanez a
hasonlosag kapcsolja Ossze, ezért O és a két kor kozéppontja kollinearis. Emiatt a H
pont a P-nek egy O-n athalado tengelyre vonatkozo tiikorképeként all elg. Tehat H az O
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koézéppontia, OP sugari k korre illeszkedik. (3 pont)

A k kor barmelyik, nem az AB egyenesen fekvd pontja el§ is all H-ként, hiszen ha
adott egy ilyen H pont, az APH kor tetszdleges A-tol és P-t6] kiillonb6z6 pontjat R-nek
valasztva elGallithatjuk a ) pontot mint R képét a szoban forgd kozéppontos nagyitassal,
majd C-t AR és B(Q metszéspontja szolgéltatja. (1 pont)

Ha P az AB szakasz felez6pontja, akkor a PBC haromszog az AP R haromszognek az
AP vektorral torténd eltolasaval kaphato. Ilyenkor a két koriilirt kor egyenld sugarid, és H
a kozéppontjaikat 6sszekots, AB-vel parhuzamos egyenesre vonatkozo tiikrozéssel all el
P-bél. Ezért H az AB-re a P felez6pontban allitott meréleges egyenesre illeszkedik. Ennek
az egyenesnek az 6sszes P-t6] kiilonb6z6 pontja hozzatartozik a keresett halmazhoz, hiszen
ha ilyen H adott, akkor az el6z6h6z hasonlo eljarassal (nagyitas helyett AP vektorral valo
eltolast alkalmazva) rekonstrualhato a C' pont. (1 pont)

Harmadik megoldas: Alkalmazzunk inverzidt egy tetszélegesen rogzitett P koézépponti
korre vonatkozoan. Az A, B, stb. pontok inverzét rendre jelolje A’, B’, stb. Az inverzional
az ABC haromszog AB oldalegyenese az A’'B’ egyenesbe, AC oldalegyenese az A’ PC’
korbe, BC oldalegyenese pedig a PB'C’ korbe megy at. PR || BC miatt a PR’ egyenes
(amely a PR egyenessel azonos) a PB'C’ kor érint§je a P pontban. Hasonloképpen PQ’
az A'PC’ kor érintGje P-ben. Az APR kor inverze az A’R’ egyenes, a PBQ koré a B'Q’
egyenes. (2 pont)

A feladat inverzioval atfogalmazott valtozata tehat a kovetkezs: Adott az A’ B’ szakasz
P belst pontja. A sik egy az A’ B’ egyenesre nem illeszked6 C” pontjaval tekintsiik az A’ PC’
és a PB'C’ kor P-beli érintGjének a masik korrel vett, P-t6l kiillonboz6 metszéspontjat, igy
kapjuk a @', illetve az R’ pontot. Mi az A’R’ és a B'Q)’ egyenes metszéspontjaként el6allo
H' pontok halmaza, amikor C” befutja a sikot (az A’B’ egyenes kivételével)? (1 pont)

A Q'PR’ szog érintGszaru keriileti szog mindkét korben, igy a keriileti szogek tételét
alkalmazva kapjuk, hogy az A’ B’ H' haromszogben az A’ csiicsban és a B’ cstcsban egyenls
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szogek allnak. Ezért a H' pont az A’ B’ szakasz felez§ merdlegesére illeszkedik. (2 pont)

Ennek a felezé merélegesnek minden, az A’ B’ szakasz felez6pontjatol kiilonbozs pontja
els is all H'-ként. Adott H' mellett valasszunk ugyanis az A’ H' egyenesen egy tetszdleges,
A’-t61 kiilonboz6 R’ pontot. Az A’ PR’ korhoz P-ben huzott érinté nem lehet parhuzamos
B’H'-vel, mert akkor az A’B’'H’' haromszogbdl ezzel az érintével levagott haromszog is
egyenl$ szara volna, és ezért A’H' is érintené a kort az A’ pontban, ami lehetetlen. A
P-beli érint6 tehat metszi a B’ H' egyenest egy Q' pontban. Végiil a C’ pontot megkapjuk
mint az A’ PR’ kor és a PB’Q’ kor P-t6l kiilonboz6 metszéspontjat. Az érintészara kertileti
szogekre vonatkozo tétel alapjan a PB’Q’ kor P-beli érint§je athalad R'-n, tehat ez a C’
pont valoban az elsirt H'-t szarmaztatja. (1 pont)

Az eredeti feladatban keresett mértani helyet inverzioval kapjuk meg az A’ B’ szakasz
(felez6ponttol megfosztott) felez6 merdlegesébsl. Ha P felezi az AB szakaszt, akkor a
mértani hely ugyanaz a felez6 meréleges a P pontja hijan. Ha pedig P nem felez6pont,
akkor a mértani hely az a P-n athalado kor (az AB egyenesen levd pontjai nélkiil), amely-
re vonatkozo6 inverzi6 A-t és B-t felcseréli, azaz az A és B alappontokhoz tartozo, P-n
athalad6 Apolloniosz-kor. (1 pont)

4. feladat
Hany olyan, nem 0-ra végz6dG tobbszordse van a 2012-nek, amelyben a szamjegyek
Osszege H7?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy végtelen sok ilyen tobbszorés van: alkalmas & > 3
értekekkel ¢, = 2 - 10F + 12 megfelel. (2 pont)
2012 | ¢, pontosan akkor teljesiil, ha 2012 | 2-10¥ — 2000 = 2000(10%=3 —1). (1 pont)
Mivel 2012 = 4 - 503 és 4 | 2000, ezért elég belatni, hogy 503 | 10¥=3 — 1 végtelen sok

k-ra. (1 pont)
Ha egy ilyen s = k — 3 > 0-t talalunk, akkor végtelen sokat is megadhatunk, mert
barmely n-re ns is megfelel a 105 — 1 | (10%)™ — 1 oszthatosag miatt. (1 pont)
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Az 1,10,102,...,10°% szamok kozott a skatulyaelv miatt lesz két olyan, 10° és 107
(0 < i < j < 503), amelyek azonos maradékot adnak 503-mal osztva, azaz 503 | 107 —10° =
= 10°(10’~% — 1). Innen (503,10) = 1 miatt 503 | 10°~% — 1 kovetkezik. (2 pont)

A befejezéshez hasznalhattuk volna az Euler-Fermat tételt is: 503 | 109003 — 1 =
= 10°%2 — 1 (mert az 503 primszam).

Megjegyzés: Hasonlbéan igazolhato, hogy az 100...01012 alaka szamok kozott is taldlunk
végtelen sok alkalmasat: ha 503 | 10° — 1, akkor 1073 + 1012 megfelel.

5. feladat

Van 2012 kiilsére teljesen egyforma, de paronként kiilonbo6z6 értékd érménk. Ugyan-
csak van egy késziilékiink, amelybe 21 érmét kell behelyezni, és megadja, hogy a 21 be-
helyezett érme koziil melyik a k-adik legértékesebb. Ennek a késziiléknek a segitségével a

2012 érme koziil hanynak tudjuk meghatarozni az érték szerinti sorszamat, ha a) k = 10,
illetve ha b) k£ = 117

Megoldas: Legyen elgszor k = 10. A 2012 érme kozott van pontosan 20, az els§ (azaz
legértékesebb) 9, valamint az utolso 11, melyek egyike sem lehet egyetlen mérésben sem
a 10-edik. Emellett az els6 9 koziil barmelyiket barmelyik masikkal kicserélve a mérés
eredménye sziikségképpen ugyanaz lesz, ezek kozott tehat nem tudunk kiilénbséget tenni,
igy ezek sorszama nem hatarozhaté meg. Ugyanez érvényes az utols6 11-re is. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a tébbi 1992 érme sorszama meghatarozhato. ElGszor kikeressiik
a 20 nem beazonosithato (a tovabbiakban ,szé1s6”) érmét. Ehhez betesziink a késziilékbe
tetszbleges 21 érmét, az egyik kijon 10-ediknek, azt félretessziik, majd a maradék 2011-bél
teszlink be 21-et és az eljarast addig ismételjiik, amig csak 20 érménk marad, melyek nem
voltak egyetlen korabbi mérés eredményei sem: ez lesz a 20 széls6 érme. (1 pont)
Vegyiink most ki két érmét a tobbi 2012 — 20 koziil, a kevésbé értékes legyen =,
az értékesebb y, persze nem tudjuk, hogy koziiliik melyik z, és melyik y. Tegyilik be a
késziilékbe x-et, y-t és a 20 széls6 érme koziil 19-et. Koziiliik az érték szerinti 10-edik x lesz,
ha a kimaradt érme a sor elején van, és y lesz, ha a kimaradt érme a sor végén van. Igy a
20 lehetséges mérés koziil 9 alkalommal fogjuk z-et kapni mint tizediket, és 11 alkalommal
y-t. Innen mar tudjuk, hogy e két érme koziil melyik az értekesebb. (Egyuttal azt is
megtudtuk, hogy a 20 félretett érme koziil melyik a sor elején allo 9, és melyik a sor végén
allo 11.) Mivel igy a 2012 — 20 nem széls6 érme koziil barmely kettd koziil kivalaszthatjuk,
melyik az értékesebb, ebbdl meghatarozhatjuk ezek (10-t6l 2001-ig terjedd) érték szerinti
sorszamat. (2 pont)
Most belatjuk, hogy k& = 11 esetén egyetlen érme sorszamat sem tudjuk megallapitani:
a j-edik és (2013 — j)-edik érmét nem tudjuk igy kiilonvéalasztani. Ha ugyanis teljesen
megforditjuk az értéksorrendet, akkor barmely 21 érme koziil a 11-edik, azaz a kozépsd,
ugyanaz lesz, mint az eredeti sorrendben volt. (3 pont)
(Az el6z6 részhez hasonlo gondolatmenettel megmutathato, hogy ezeknek a paroknak
az egylttes sorszamai 2003 > j > 10-re mar beazonosithatok, csak azt nem lehet megal-
lapitani, hogy egy paron beliil melyik az értékesebb érme.)



