Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2012-2013. tanévi harmadik, donto fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategoéria szamara

1. Az f fliggvény értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza és a fliggvény
értékei is pozitiv egészek. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan f fiiggvényt, amelyre teljestil,
hogy minden pozitiv egész n szam esetén

n

S @) =)+ R 4+ () = (f()+ f2)+ .+ f(n) = (Z f(i)>

=1

Megoldas: Ismeretes, hogy

13+23+...+n3=(1+2+...—|—n)2:< 5

Ezért a pozitiv egészeken értelmezett f(n) = n fiiggvény megfelel a feladat feltételeinek.
1 pont
Megmutatjuk, hogy nincs mas megoldasa a feladatnak. Teljes indukcidval igazoljuk,
hogy minden pozitiv egész n-re f(n) = n. Kezdd 1épés: ha n = 1, akkor f3(1) = f2(1),
mivel f(1) pozitiv egész, ezért leoszthatunk f2(1)-gyel és igy kapjuk, hogy f(1) = 1.
1 pont
Indukciés 1épés: tegyiik fel, hogy az éllitds igaz n-re, ennek segitségével megmutatjuk,
hogy igaz n + 1-re is. Legyen f(n + 1) = a. Az indukcids feltevés miatt

n(n+1 (n+1)

PO+ 2 4.+ fi(n) = ( 5 )> és )+ f(2)+ ...+ f(n) = L 5

Ezeket irjuk be a feladat szovegében megadott feltételbe

PO+ + .+ )+ fn+1)= (@) +a® =

= (F() + f(2) + .+ f(n) + fln+ 1)) = (M n a)

<M>2+G3Z<M+a>2 3 pont
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Az egyenlet jobb oldalan elvégezziik a négyzetreemelést, majd mindkét oldalbdl kivo-

unk <M>t

2
n(n+1
a3:2-7( 2+ ) -a+a’
Mivel a pozitiv egész, oszthatunk vele. A kapott masodfoku egyenlet gyokei a; = n + 1
és ay = —n. Mivel a fiiggvény értéke a feladat feltétele szerint csak pozitiv egész lehet,

azért as nem megfelel6. Azonos atalakitasokat végeztiink, nem kaphattunk hamis gyokot
és gyokot sem veszithettiink, eyetlen megoldasunk az a = n + 1. Az indukcids 1épést
befejeztiik, igazoltuk, hogy f(n+ 1) = n+1 és ezzel igazoltuk, hogy a feladat feltételének
egyetlen fiiggvény tesz eleget, az f(n) = n.

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC haromszog C'A, AB és BC oldalainak bels6é pontjai rendre By, C és Ay,

amelyekre
CBl_ACl_BAl_)\ 1
CA_AB _ BC 72
Az AA, és BB szakaszok metszéspontja P, BBy és CC, metszéspontja @) és C'Cy és AA;
metszéspontja R.
Ha az ABC' haromszog teriilete T, a PQQR haromszog teriilete t, akkor T': t =13 : 4

esetén mekkora \ értéke?

Megoldas: Legyen By a BC oldal azon pontja, amelyre BBy parhuzamos AB-vel.
Legyen Ay a BB; szakasz azon pontja, amelyre A; A; parhuzamos AB-vel. A feladatban
megadott aranyt hasznalva az AC' B/ szogre és a parhuzamos AB és By B, szel6kre kapjuk,
hogy B1By = AAB és C' B, = ABC'. Hasznaljuk most a parhuzamos szel0szakaszok tételét
a BlBBQZ szb'gre és a BlBQ tovabba A1A2 szelékre, ekkor A1A2 . BlBQ = BA1 . BBQ =

A: (1= X). Az eddigiek alapjan A; Ay = AABS. 2 pont
Az ABA; és ABC héaromszogek A-hoz tartozé magassiga azonos, ezért teriiletitk
aranya megegyezik az alapok aranyaval, ebb0l Typa, = A - T 1 pont

Az ABP és Ay AP haromszogek oldalai parhuzamosak, tehat hasonlok, AP : PA; =
AB : A1Ay. Az ABA; és ABP haromszogek B-hez tartozé magassaga azonos, ezért
teriiletiik ardnya megegyezik az alapok aranyaval, ebbdl

AB AB

1 Tapp = —o————Tapa, = AT
@ ABETUAB £ A A, P T AB ¥ MBS

2 pont

A kapott kifejezésban AB-vel egyszertusithetiink, tehat ABP tertiletének aranya T-hez
csak A\-tél fiigg. Ugyanez az ardny adodik ezek szerint a BQC' és C AR haromszogekre
is. A feladat szovege szerint T : ¢t = 13 : 4. Az ABC héromszog teriiletébdl kivonva a
PQ R haromszog teriiletét és a megmaradt részt harom egyenlo részre osztva adddik, hogy
TZTABPZTZTBCQ:TZTCAR:1323. 1pont



Ezt irjuk be (1)-be:
3 1 5= A1 =)

13 1+A2" 1-A+X

Ebbdl a kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk 162 — 16\ + 3 = 0, aminek megoldasai
A= i és Ay = %. A feladatban megadott A < % feltétel miatt a feladatnak egyetlen
megoldasa van a A = i. 1 pont

B, Bs

B

Osszesen: 7 pont

A feladat vektorokkal, vagy koordinata-geometiaval is megoldhaté. Ez utobbi menetének

egy lehetséges véazlata: Legyen A(0;0), B(b;0) és C(c;d). Ekkor a A : (1 — \) ardnyu
osztépontok:

C1(Ab;0)  Ai(Ae+ (1= Nb;Ad)  Bi((1—=Ne; (1 —N)d)

1 pont
Az AA; egyenes egyenlete
Ad

YN (1=

T

A BB egyenes egyenlete:

(=X
y—m(ﬂf—b)

2 pont



Ezek metszete P. Az egyenletrendszer megoldasaként P koordinatai:

(I =X)(Ac+ (1= X)) A1 = N)d
- T— A+ A2 T e
2 pont
Innentdl a teriiletekre teljesiilo aldbbi feltételbdl kapjuk a A = i megoldast:
2 pont

3. Egy tancesten n lany és 4 fiu vett részt. Paros tancokat tancoltak, egy parban
mindig egy fiu és egy lany volt, de a tancpartnerek cserélodhettek. Legaldbb mekkora n,
ha a tancolas utan biztosan kivalaszthatd vagy két lany és két fia ugy, hogy a koziiliik
alakithato Osszes lehetséges parositasban tancoltak az est folyamén, vagy gy, hogy seme-
lyik parositasban sem tancoltak?

Megoldas: A fitkat jelolje A, B, C' és D. A tancest végeztével minden lany egy piros
cédulara rairhat két fiut, ha mindkettével tancolt. Egy kék cédulara rairhat két fitt,
ha egyikkel sem tancolt. A feladat szovegében szereplo feltétel éppen azt jelenti, hogy
taldlunk két lanyt, akiknek van ugyanolyan szinti és feliratu cédulaja. 1 pont

Minden lany ki tud tolteni legalabb két kiilonbozé cédulat. Ha egyikiik négy fitval
tancolt, akkor lehet két piros céduldja az A, B és C, D parokkal. Ha harommal tancolt
(pl A, B, C-vel és D-vel nem), akkor lehet két piros céduldja A, B és A, C. Ha két fitival
tancolt, kettével nem, akkor egy piros és egy kék céduldja lesz. Ha harom fitival, vagy négy
fitval nem tancolt, akkor két kék cédulat kitolthet, az el6z6ek mintdjara. A tovabbiakban
tehat minden lanyt kériink, toltson ki két kiilonbo6zo cédulat. 2 pont

Négy fiubdl 6-féle par valaszthato ki, kétféle szin van, ez Gsszesen 12 lehetdség. Igy
ha a lanyok szdma legalabb 7, akkor lesz legalabb 14 cédula és ezek kozt lesz két azonos.
Az azonos cédulakat készito két lany és a cédulaikon szerepld két fin megfelel a feladat
feltételeinek. 1 pont

6 lany esetén viszont megszervezhetd a tancolas gy, hogy minden lany pont két fitival
tancol és kettovel nem. Ekkor minden lany pontosan két cédulat tolthet ki. Ha a
két tancpartner minden lanynal mas, nem lesz két azonos cédula, nem lehet a feladat
feltételének megfeleléen vélasztani két lanyt és két fiat. A lanyokat 1-6-ig szamozva egy
lehetséges tancbeosztas: 1. tancolt A, B-vel, 2. tancolt A, C-vel, 3. tancolt A, D-vel, 4.
tancolt B, C-vel, 5. tancolt B, D-vel, végil a 6. tancolt C, D-vel. . 3 pont

Osszesen: 7 pont



