Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2012-2013. tanévi masodik forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategoria szamara

1. Bizonyitsuk be, ha egy pozitiv egész szam elsé és utolso jegyének kiilonbsége 5,
akkor e szam és jegyeinek forditott sorrendjével felirt szam kiilonbsége oszthatd 45-tel.

Megoldas: Legyen a szam A, a jegyeinek forditott sorrendjével felirt szam B. Felte-
hetjiik, hogy A > B.

A=a,10" +a, 110" ' + ... + a;10 + ag

B =agl0" 4+ 110" + ... + a,,_110 + a,

1 pont
A—B=0a,(10" = 1) + a,_1 (10" = 10) + ... + a1(10 — 10" + ao(1 — 10") =
= (@ — ap) (10" = 1) + 10 [an_1 (10”2 = 1) + ay_5 - 10(10" " = 1) + ..
+ag-10(1 — 10™*) + a1 (1 — 10"72)
3 pont
a, — ag = 5, 10" — 1 oszthato 9-cel, a szogletes zardjelben 1évé minden tag szintén
oszthatd 9-cel, 10-szerese oszthato 90-nel, tehat A — B oszthatd 45-tel. 3 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy 10 egység oldalu szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyene-
sekkel egységnyi oldalu szabalyos haromszogekre bontottunk fel. Hany olyan szabalyos
héaromszog van, amelynek csucsai a 1étrejott szabalyos haromszog-racs racspontjai?

Megoldas: Legyen a kiindulé haromszog oldalhossza n és ezen paraméter segitségével
oldjuk meg a feladatot, majd a végén meghatérozzuk n = 10 esetén a feladat kérdésére
a valaszt. Tekintsiitk azokat az eredetivel egyallasu szabdlyos haromszogeket, amelyek
oldalai a nagy haromszog oldalaival parhuzamosak. A ”legfeliil” 1év6 csics adott k oldal-
hossz mellett ezek szamat minden sorban egyértelmiien meghatérozza. A ”legfels6tol”
indulva 1, majd soronként egyesével novekedve eljutunk a ”legalsdig”, ahol n — & + 1.

Igy Osszesen

(mn—k+1)(n—k+2)
2

van beldliik. 2 pont

1424+..+(n—k+1) =



Egy k oldalhossziisagu, az eredetivel egyallasu szabalyos racsharomszog k szamu olyan
ponthdrmast hatdroz meg a keriiletén, amelyekben a rdcspontok szabalyos haromszoget
alkotnak. Igy az Osszes szabdlyos haromszogek szama:

(1) —an—k+1)(n—k+2)
23
2 pont
Tekintsiik a kovetkezo atalakitasokat:
Sk(n—k+1)(n—k+2) =3 (k= @n+3)k*+ (n+ 1)(n+2)k) =
k=1 k=1
Z — (2n+ 3) Zk2 +(n+1) n+22
k=1 k=1 k=1
2
1 1)(2 1 1
- <L+)> _(2n+3)"("+ )(2n+1) +(n+1)(n+2)m -
2 6 2
n(n+1)(n+2)(n +3)
B 12
A megfelel6 szabalyos haromszogek szama ezért
nn+1)n+2)(n+3) (n+3
24 -\ 4
2 pont
A feladatban feltett kérdésre tehat n = 10 esetén a valasz (13) = T15. 1 pont

Osszesen: 7 pont

(1) utén lehetséges a kovetkezd befejezés is:

—k+2

—an—k+1)(n—k+2 Zk(n * )
24 2
Ez az 6sszeg azt adja meg, hogy az 1, 2, ..., (n+3) szdmok koziil hanyféleképpen valaszthatunk
ki 4-et. A megszamlalas a szerint tortént, hogy a kivalasztott a < b < ¢ < d szamok koziil
mekkora a b. Ha b = k + 1, akkor a az elotte allo k szam barmelyike lehet, ¢ és d pedig
az utdna kévetkez6 (n — k + 2) szam koziil lehet barmely kettd. Ezek szorzata éppen a
szummaban all6 6sszeg egy megfelel6 tagja. A leszamolas eredménye ezért (”f’).

3. Az ABC haromszog AB, BC' és C'A oldalain adottak rendre a P, @) és R pontok.
Igazoljuk, hogy az APR, BP(Q) és CQR haromszogek koré irt korei kozéppontjai altal
meghatarozott haromszog hasonlé az ABC haromszoghoz.

Megoldas: Legyen az APR és BP(Q haromszogek koré irt korok P-tol kiilonbozo
metszéspontja M. Mivel APMR hurnégyszog, ezért PMR/ = 180° — «, hasonléan
QMP/ = 180°— 5. Ebbdl kovetkezik, hogy RMQ)/ = 180° —~, azaz M rajta van a CQR

héromszog koré irt koron. 2 pont
A megoldas végén diszkutaljuk M pont helyzetét, mivel az lehet az ABC' haromszog
bels6, vagy kiilsé pontja is. 1 pont



Jelolje a APR, BP() és C(QQR haromszogek koré irt korei kozéppontjait Ay, By és Cf.
A kozépponti és keriileti szogek tételébol kovetkezik, hogy PA; R/ = 2c. Masrészt

PAIR/, = PAIM/+ MA R/ =2B1A{M/ +2MA,Cy/ =2B1A,Cy /L

2 pont

Azt kaptuk, hogy B1A;C1/ = « és ugyanilyen érveléssel adodik, hogy C1B1 A/ = f,
AlQ’lBlZ = 7. Ezzel igazoltuk, hogy A;B;C] hasonlé az ABC haromszoghoz. 1 pont
Abréankon az M pont az ABC' haromszog belsejében van. Ha a haromszogon kiviil
esik, a bizonyitds a fentiekhez hasonlé moédon torténik. (A fenti bizonyitds irdnyitott
szogekkel erre az esetre is megfelel.) Azért az észrevételért, hogy M lehet belsé és kiilsé
pont a megoldas elején jart 1 pont. A diszkutédlas végén szereplo tovabbi 1 pont akkor
jar, ha leirja kiils6 M pont esetén a bizonyitast, vagy utal ra, hogy irdanyitott szogekkel
bizonyitasa érvényes. . 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be az alabbi egyenlotlenséget:

2012+$2011+ \/2010+ \/ +V2+ V1 <46

Megoldas: Legyen P(n) = \|n + \J (n—1)+ \/(n —-2)+ \/ + /2 + V1. Induktiv

uton igazoljuk: ha n < 2070, akkor P(n) < 46. P(n) értékét feliilrdl becsiiljiik, ha az 1
helyett 46%-t, az Osszes tobbi szdm helyett 2070-et frunk. 3 pont
Kezd6 1épésként ellendrizzitk n = 1, 2, 3-ra az éllitast:

P(1) = V1 < V462 = 46
P(2) = /2 + VT < /2070 + V4G? = v/2116 — 46

3



P(3) = \/3+ V2+V1< \/2070+ V2070 + V462 = 46
1 pont

Az indukcids 1épésben feltessziik hogy P(k) < 46, ahol k < 2069, és ennek segitségével
megmutatjuk, hogy P(k+ 1) < 46.

P(k:+1):J(k:+1)+\/k+\/(k—1)+....+\/2+ﬁ=
= /(k+1) + P(k) < /2070 + 46 = 46

Mivel 2012 < 2070 igy indukcios bizoyitasunk a feladatban kitiizott egyenlGtlenségre
érvényes, a bizonyitast befejeztiik. . 3 pont
Osszesen: 7 pont




