Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2012-2013. tanévi els6 fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategoria szamara

1. Mely = és y valds szdmok elégitik ki a \/z = 2 —y, \/y = © — 2 egyenletrendszert?

Megoldas: A gyok alatt nem allhat negativ szam, ezért x > 0 és y > 0. A gyokos
kifejezés értéke nem lehet negativ, ezért 2 —y > 0, azaz 2 > y. A masik egyenletb6l = > 2
adodik. 1 pont

A két egyenlet megfelel6 oldalait 6sszeadva

Vityy=z—y={z+y)(Ve—y)

Mivel y > 0 és 2 > 2, ezért /2 + /y > 0, oszthatunk vele. 1 pont

1) NN

1 pont
Ebbél kifejezziik /z-et és behelyettesitjiik a feladatban kitlizott elsé egyenletbe
1+Vy=2-y
Ez ,/y-ra egy médsodfoku egyenlet, melynek megoldésai |/y; = ’1%‘/5, VY2 = ’1;‘/5.
1 pont
Gyokos kifejezés nem lehet negativ, |/yz = _1%‘/5 nem ad valés megoldast. 1 pont
Az egyetlen gyokpart y;-bol (1) egyenlet segitségével kapjuk:
3+5 3—6
T = Y= 1 pont
2 2
Ellendrzésként a gyokoket az eredeti egyenletrendszerbe helyetesitve kapjuk, hogy azok
valéban megoldasok. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy négyzetet az egyik csiicsabol indulé két egyenes harom egyenlo teriiletii részre
087t.

(a) Milyen ardnyu részekre osztja a két egyenes négyzetbe es szakaszdt a szakaszokat
metszo atlo?

(b) Legyen a négyzetbe irt kor teriilete T', a két egyenes és az Eket metsz6 atlé altal
bezart haromszog beirt korének teriilete t. Hatarozzuk meg T : t értékét.

Megoldas: (a) Hasznéljuk az dbra jeloléseit. Legyen a négyzet oldala egységnyi. Ekkor

az AF' D haromszog teriilete a feladat szovege alapjan %, masrészt a tertilet AD;ZDF, amibol

DF = % 1 pont



Az ABM és F'DM haromszogeket vizsgalva M-nél levo szogeik cstcsszogek, ABM/ =

F DM/ mivel valtoszogek. Ezek szerint ABM és F'DM hasonlok. 1 pont
A megfelel6 oldalak aranyat felirva % = % = % Az abra szimmetrikus az AC' atléra,
, (. . el . . EN _ 2
ezért a masik egyenesre es6 szakaszokndl is ugyanezt az ardnyt kapjuk, 25 = 2. 1 pont
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(b) ABM és FDM hasonl6sdga miatt 28 = LM — 2 amibdl DM = 2 -2 = NB, és
igyMN:é-\/i 1 pont
Az AMN haromszogben az M N oldalhoz tartozé magassag a négyzet atldjanak fele,

igy a haromszog teriilete
V2-3V2 1

TAMN = 5 = E 1 pont
Az AMN haromszog beirt korének sugarat jelolje r. Hasznaljuk a Tayny = 7 - s
teriiletképletet, ahol s a keriilet fele. AM = NA = AF -2 = /1+(3)?-2 = ¥% mi-
att
1 285 4 13 1
Tarin = V2 el 1 pont

— - @@ @@
10 2 213 + V2

A korok teriileteinek aranya sugaraik aranyanak négyzetével egyenlok

1 1 27 + 24/26
T:t=—-": =
54 + 44/26 2

= ~ 18.599 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hanyféleképpen juthatunk a koordindtarendszer orig6jdbdl a (4;2) pontba, ha 10
lépést tesziink, minden lépésiink egységnyi hosszi és parhuzamos a tengelyek valame-
lyikével?

Megoldas: Jeloljiikk 1épéseinket az égtajaknak megfelel6 betlikkel: az x tengellyel
parhuzamos pozitiv irdnyu legyen K, negativ N; az y tengellyel parhuzamos pozitiv iranyt
legyen E, negativ D. A 10 1épést a megfelel6 betiikkel irjuk le.

A feladatban kitlizott (4;2) ponthoz ugy juthatunk, ha 4-gyel tébb K lépésiink van,

’

mint N és kettovel tobb E, mint D. 1 pont



Mivel 6sszesen 10 lépést tesziink, a kiillonboz6 iranyokra jutéd lépések szama kovetkezo
lehet (z — K azt jelenti, hogy = darab 1épést tesziink K irdnyba):

()4—K,0—N,4—E, 2—D;

(i)5—K,1—N,3—FE,1—D;

(i) 6 — K,2—N,2—E, 0—D. 2 pont

Az (i) esetben a 10 16pésbdl kivalasztjuk azt a 4-et, amelyik K irdnyd, ez lehet (ﬁf) féle.
A maradék 6 1épéshbdl kivalasztjuk a 4 E irdnyut, ez lehet (i) féle. Egymastol fiiggetlenek

a valasztasaink, ezért az esetek szama (140) . (g) = 3150. 1 pont
Hasonlé médon kapjuk az (ii) esetben a lehetséges utak szamét, amely (150) . (i’) . (3) =
5040. Az (iii) esetben pedig (160) : (3) = 1260. 141 pont
A megoldasok szamat a harom esetben kapott eredmények 0Osszegébol kapjuk, ami
9450. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Ismétléses permutacié felhasznalasaval is érvelhetiink. PL. (i) esetén 4 darab K, 4 darab
E és 2 darab D betlibol készithet6 jelsorozatok szama
10!

noao oY

4. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén teljesiil az alabbi egyenlotlenség:

V6 V20 V42 2n2n+1) p
A k. S F S
5 9 13 4n + 1 2

Megoldas: A bal oldalon levo Osszeg tagjait vizsgédlva ? < %, @ < % 1 pont
Ezek alapjan azt sejtjiik, hogy minden tag kisebb lesz %—nél. Sejtésiinket igazoljuk,

hasznaljuk a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlotlenséget a 2n és 2n + 1 szamokra

< _ 2 2 1

amibdl

m2n+1) 1
dn +1 = 2

4 pont
Mivel a szamtani-mértani kozépben szereplo két szam kiillonbozo, ezért a < jel helyett
irhatunk < jelet is. 1 pont
Az egyenlGtlenség bal oldalan éppen n darab tag van, ezek mindegyike kisebb %—nél, igy
a bizonyitando egyenlotlenséget belattuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Bizonyitdsunkat leirhatjuk teljes indukciéval is. Az indukcids 1épésben n-rol n + 1-re
lépve a bal oldal egy tjabb taggal, a jobb oldal %—del no.

V2 +1)2n+3) 1
n+5 <3




Beszorzas és négyzetreemelés utdn 16n> + 40n + 24 < 16n? 4 40n + 25. Mivel ekvivalens
atalakitassal igaz egyenlétlenséghez jutottunk, a bizonyitandét belattuk.

5. Igazoljuk, hogy a rekurzioval definidlt alabbi sorozat minden tagja pozitiv egész

Szam.
] 4n — 2
C = s Cn =

1 +1 1

e (n=1,2,3,..)

Megoldas: A sorozat elso néhdny tagja: ¢; = 1,0 =1,¢c3 =2, ¢4 =5, c5 = 14, cg = 42,
... Ezek valéban mind pozitiv egészek. A rekurzids szabaly szerint a soron kovetkezo tagot
az el6zobol pozitiv szammal vald szorzassal kapjuk ezért a sorozat minden tagja pozitiv
lesz. 1 pont
A rekurziv osszefiiggés alapjan

2. (2n—1)
n+1

A megfelel6 oldalak 6sszeszorzasa, valamint a mindkét oldalon szereplo kozos tényezokkel

valé leosztds utan:

2"-1-3-5-...-(2n—1) 1 1-2:3:-4-..-(2n—1)-2n 1 <2n>

Cn+1 = n

(n+1)! T+l n!-n! T+l

Cpy1 =
n

3 pont
Innen két befejezést is megadunk, mindkettében kihasznaljuk, hogy a binomidlis egyiitthatdk
egész szamok.

1. Elegendé megmutatnunk, hogy (n + 1) osztéja (%?)—nek. Hasznéljuk ki, hogy

2n+1 _2n+1 2n
n+1) n+1 n

Mivel 2n + 1 = 2(n 4+ 1) — 1, ezért 2n + 1 és n + 1 relativ primek, tehat n + 1 osztéja

(?)-nek.
1 2n _n+1—n 2n B 2n n 2n
n+1 n)  n+1 n) \n n+1l\n

Elegendo belatni, hogy 75 (2:) egész, ami az alabbi sorbol kovetkezik:

nj— 1 <2:> O 1§'2n27‘1— 0 <n2f1>

. 3 pont
Osszesen: 7 pont



