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Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2012/2013
Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA)

Il. fordulo

Megoldasok

1. feladat

Mely valés x;y szamparokra teljesiil a

36 4
=28-4-Jyx-2—-,y-1
x—2+1/y—1 d

egyenloség?

1. megoldas

A négyzetgyok értelmezése €s az egyenlet bal oldalan szerepld tortek nevezdi miatt

X>2 és y>1 egyszerre kell, hogy teljesiiljon. 1 pont

Legyen

a=+x-2¢é b=,y-1.
(A négyzetgyok definicioja és az x > 2 és y >1 feltételek miatt a>0 és b>0.) 1 pont

A kiindul6 egyenlet atirhato

(1) §+ﬂ+4a+b—2820,
a b
§—24+4a+ﬂ—4+b20
a b
alakba. 1 pont

Az a>0 és b>0 feltételek miatt v/a és b értelmezett a valés szamok halmazan,

tovabba a >0 és vb >0. 1 pont

Ezért felirhatjuk, hogy az (1) egyenlet bal oldala két teljes négyzet dsszege:

) (%—2-@}2{%—%]10.

2 pont



Két valds szam négyzetének Osszege akkor és csak akkor zérus, ha mindkét valos szam

értéke zérus. 1 pont
Eszerint:
6
3 — -2.\a=0,
(3) 7
és
@) 2 _Jb=o0
Vb 1 pont

A (3) és (4) egyenletekbdl adodik, hogy
a=3¢ b=2.
Innen pedig az a =+/x—2 és b=,y —1 miatt azt kapjuk, hogy
x=11és y=5. 1 pont

Szamolassal ellendrizhetd, hogy az x =11,y =5 szdmpar valoban megoldasa az eredeti

egyenletnek. 1 pont

Osszesen: 10 pont
2. megoldas

A négyzetgyok értelmezése €s az egyenlet bal oldalan szerepld tortek nevezdi miatt

X >2 és y>1 egyszerre kell, hogy teljesiiljon. 1 pont
Tovabba a négyzetgyok definicidja miatt /X —2 és /Y —1 pozitiv szdmok. 1 pont

A megoldando6 egyenlet atirhato a

36 4
@ +4-X-2+ +,y-1=28
VX—=2 Jy-1 1 pont

alakba.

A fentiek miatt az (1) bal oldalan szereplé négy kifejezés mindegyike értelmezett és

és 4-4/x=2, illetve a

pozitiv. Alkalmazhatjuk tehat a

és Jy-1

5=
[EEN

36
VX=2

kifejezésekre a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget:



(2) 30 +¢Vx—222w/£§_~¢dyj§,

VX—2 X—2
illetve
4 4
3) + Y—122:J———~ y-1. 2 pont
y-1 Jy-1
(2) és (3) szerint
4 36 4.x—-22>24,
X—2
és
4
5) +y-1>4. 1 pont
Jy-1
(4) és (5) osszeadasaval azt kapjuk, hogy
36
(6) 4.x-2+ +.4y-1>28.
X—2 y—-1

A kiindulo egyenlet szerint azonban

36 4
+4-X-2+—=+,y-1=28,
VX=2 Jy-1 y

ezért a (6) egyenl6tlenségben az egyenléség esete all fenn. 1 pont

Ez éppen azt jelenti, hogy a (2) és (3) egyenl6tlenségekben is egyenléség van, ez pedig

pontosan akkor lehetséges, ha a szdmtani ¢s mértani kozépben szerepld mennyiségek

egyenlok.
Ezért
(7) %__ 4-x-2,
X—2
és
©®) 2 y1
y-1 - 1 pont
A (7) és (8) egyenletekbdl kapjuk, hogy
x=11és y=5. 1 pont

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az x =11y =5 szampar valdoban megoldasa az

eredeti egyenletnek. 1 pont
Osszesen: 10 pont



2. Mutassa meg, hogy ha az
A=22499..9100..09 (ke N,k>2)
%f_/ %f_/

k-2db9 kdb0

tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam, akkor a

B:\/K+3

szam pozitiv egész. Bizonyitsa be, hogy ez a B szam csak a 2; 3; 5 primszamokkal

oszthato!

1. megoldas

Az
A=22499..9100...09

k-2db9 kdb0

szamot a helyiértékek szerint atalakitjuk:

(1) A =22499...9 00...0 +100...0+9, 2 pont
k-2db9k+2db0 k+1 db 0
tovabba
(2) A =22500...0-100...0 +100...0+9, 1 pont
2k db 0 k+2 db 0 k+1 db 0
A=225.10% —10*% +10*" +9,
¢s igy
(3) A=225.10% —90-10* +9. 2 pont

(3) jobb oldala teljes négyzet, mégpedig
(4) A=(15-10 -3). 1 pont

(4)-bdl az kovetkezik, hogy

JA = {15-10 -3f

JA=15.10" -3,
hiszen a k € N; k > 2 feltétel miatt nyilvanvalé, hogy 15-10% —3 pozitiv szam. 1 pont
Ezért

B=vA+ 3,

B=15-10 -3+3,



B =15-10",
¢s ez azt jelenti, hogy a B szam valdban pozitiv egész.
Mivel

B =15-10%,
ezért

(5) B =2%.3.5%",

(5) jobb oldalan csak a 2;3;5 primszamok pozitiv egész kitevoji hatvanyai szerepelnek,

ezért a B pozitiv egész szam valdban csak a 2;3;5 primszamokkal oszthato.
Osszesen:

Megjegyzés: a VA =15-10" —3 alakbol és a k e N;k > 2 feltételbsl vilagosan latszik,

hogy JA is pozitiv egész.

2. megoldas

Az A=22499..9100...09 szamot felirjuk a helyiértékeket figyelembe véve:
Hr_/ Hr_/

k-2db9 kdbO
A=224-10* +9-10%*" +...+9-10"*? +10*** +9,

(1) A=224-10* +C +10*" +9.

Az (1)-ben szerepld
C=9-10%'+...+9-10"?% =C

Osszeg egy olyan mértani sorozat k —2 darab egymas utani tagjanak az Osszege,
amelynek elsd tagja a, = 9-10*"?, hanyadosa pedig q=10.
A mértani sorozatra vonatkozo 6sszegképletet alkalmazva

C =9-102 w

ahonnan a miiveletek elvégzése és egyszeriisités utan
2) C =10%* —10%*2,

Ezt (1)-be helyettesitve:
(3) A=225-10% —90-10* +9.

Innen a megoldas menete megegyezik az 1. megoldas menetével.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

5 pont
10 pont



3. feladat
Legyen az ABC haromszogben a BC oldal felezopontja F, legyen tovabba
BCAL=15° és BFAL =45°.
Hatarozza meg a CAB/ nagysagat!

1. megoldas:

el6szor azt bizonyitjuk, hogy az A pontnak a BC egyenesére es6, R -rel jelolt

merdleges vetlilete a BF szakasz belsé pontja. 1 pont
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1. 4bra
Mivel BFAZ kiils6 szoge az AFC haromszognek, ezért
FAC £ =30°.
Az AFC haromszogben
FAC/ > FCAZ, (30°>15°)
ezért
FC > FA. 1 pont

Az ARF derékszogl haromszogben az FA atfogd, RF befogo, tehat

FA>RF,
igy
RF < FC = FB,
és ez azt jelenti, hogy R belsd pontja BF szakasznak. 1 pont



Legyen a 2. dbran BF = FC =X.

2. abra

Az AFR haromszog egyenld szart derékszogii, mert FAR/ =90° —45° =45° .

Az AR =FR =y jeloléssel

Az ARC derékszogli haromszogben

1)

De tg15° értékét ki tudjuk szamitani:

)

(1) és (2) 0sszevetésebodl kapjuk, hogy

FA=y-vJ2.

1 pont

tg15° = tg(45° —30°),

g15° = tg45°—-tg30 |
1+1tg45°-tg30°

tgl5°=2— V3. 1 pont

ahonnan a miiveletek elvégzése és rendezés utan

N3t
PN

X =

kovetkezik. Ebbdl a nevezd négyzetgyoktelenitése utan azt kapjuk, hogy

3)

x:y-(\/§+1).

1 pont



Az ABR haromszdgben

AR
tgf=—.
95 =21
Jeloléseink szerint AR =y és BR =Xx-Y, azaz
4) tgf = ——.
X—-y
A (3) és (4) Osszefliggeések szerint
y
9h=—"=,
V3
azaz
1
tgﬂ =T
J3

ebbdl pedig S =30° kovetkezik.
Mivel az ABC haromszdgben
S +15°+CAB L =180°,

ezeért

CAB~Z =135°.

OSSZCSCDZ

1 pont

2 pont

1 pont
10 pont



2. megoldas:

Rajzoljuk meg az F pontboél kiinduld félegyenest, amely az AF szakasszal 15°-os, és a
BF szakasszal 30°-os szoget zar be. A félegyenes és az AC egyenes k6zos pontja

legyen D (3. 4bra).

Bocséassunk merdlegest az F pontbol az AC egyenesére a merdleges talppontja legyen T. 2 pont

Mivel

BCAZ =15° és BFAL =45°,

tovabba BFAZ kiils6 szoge az AFC haromszognek, ezért
FAC/Z =30°. 1 pont
Ugyanakkor FAC Z kiils6 szoge az ADF haromszognek, igy
FDAZ =15°. 1 pont
Ezekbdl kovetkezik, hogy az FCD és ADF haromszogek egyenld szaru haromszogek, tehat
1) FC =FD ¢és AF =AD.
Mivel F a BC oldal felezdpontja, ezért (1) figyelembe vételével

2 FC=FB=FD. 1 pont

(2) azt jelenti, hogy az F pont a BCD haromszog koriilirt korének kézéppontja.
Ezért Thalész tétele miatt a BCD hdromszog derékszogli, amelyben

BDCL =90°. 1 pont



Mivel az FT egyenest az AC (E DC) egyenesre merélegesen huztuk, ezért
FT || BD.
Az F pont a BC szakasz felez6pontja, ezért FT a BCD haromszog kozépvonala, és
igy
3) BD=2-FT. 1 pont

Az AFT derékszogl haromszogben
FAT ~/ =FAC ./ =30°,

ezért az ismert tulajdonsag miatt

AF =2-FT,
tovabba AF = AD -bdl
(4) AD=2-FT. 1 pont
(3) és (4) szerint
AD =BD,
ez pedig BDC~Z = BDAZ =90° miatt azt jelenti, hogy a BDA haromszog egyenld szart
derékszdgli haromszog. 1 pont
Ebbdl adodik, hogy
BAD / = 45°,
ebbdl pedig
CAB/ =135°
kovetkezik. 1 pont

Osszesen: 10 pont

10



3. megoldas:
Tiikrozziik a C pontot az AF egyenesére, a tiikkorképpont legyen P . 1 pont
Jeloléseinket a 4. abran lathatjuk.

\\
WA

1
N ‘v |
N \ '

’
N v ' s~ S N
~ Vg .

1
1

.
,

1

1

1
\“i’

P

4. abra
Mivel BFAZ kiils6 szoge az AFC haromszognek, ezért
FAC £ =30°. 1 pont

fgy a tiikrozés miatt egyrészt
PAF £ = PAS £ = 30°,

azaz
CAP/ =60°,

masreészt
AC = AP.

Ez azt jelenti, hogy az APC szabalyos haromszog. 1 pont

Az APF ¢s ACF haromszogekben az AF oldal k6zos, tovabba az eldzoek szerint
egyrészt
AC = AP,
masrészt
PAF 2 = CAFZ£ =30°,
ezért az APF ¢és ACF haromszogek egybevagok.
Ebbdl kovetkezik, hogy
PFAZ =CFAZ =135°,
és ezért

PFB/ =PFC £ =90°. 1 pont

11



rrrrr

FP = FC,

igy a PCF haromszog egyenld szaru derékszdgli haromszog.

Az FB=FC =FP ¢és PFBZ=90° 0Osszefliggések miatt a PFB haromszog is

egyenld szara derékszogl haromszog.

Ezekbdl az kovetkezik, hogy a BPC haromszog mindkét hegyesszoge 45°-0s,

tehat a BPC haromszogben PB = PC, ¢s BPC/ =90°.
Mivel APC szabalyos haromszog, ezért
BPA/ =BPC/ - APCZ =90°-60°=30°.

A PB =PC és PA=PC egyenloségekbdl

PA=PB
adodik, eszerint a PAB haromszog egyenld szari haromszog.
Ebbdl

PAB ./ =w _ 750

Mindezek alapjan CAB/Z = PAB/+ PAC £ = 75° +60° =135°.

Osszesen:

12

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

10 pont



4. megoldas:

az 1. megoldasnak megfelelden bizonyitjuk, hogy az A pontnak a BC egyenesére eso

merdleges vetlilete a BF szakasz belsé pontja. 3 pont
Bocséassunk merdlegest az A pontbol a BC, a C pontbol az AF egyenesére, a

merdlegesek talppontjai rendre R és S, jeloléseink az 5. dbran lathatok. 1 pont

Y
\\@’l
~
.
S\

.

’
’
N

5. abra

Mivel BFAZ az AFC haromszognek kiils6 szoge, ezért

FAC /£ =SACZ =30°,
igy az ASC derékszogii haromszdgben
ACSZ =60°.

Az ASC haromszdgben az ismert 6sszefliggés szerint

AC b
1 SC=—=—. 1 pont
(1) > =5 p

Az ACS./ =60° miatt

FCSZ =60°—-15° = 45°,

tehat az FCS haromszog egyenld szari derékszogili haromszog, ezért

FC =SC-+/2.

13



Mivel FC =% és (1) szerint SC = g, ezért FC = SC-+/2 -b8l

@) a_b 5
2 2
adodik. 1 pont
Az ARC derékszogii haromszogben
3 m=D0b-sin15°,
a BRA derékszogili hdromszdgben pedig
tg9f = 3 m_
Il RF
Az ARF haromszog egyenld szar derékszogli haromszog, igy
RF =m,
ezért (2) és (3) figyelembe vételével
4) tg8 = b.\/bz-sm15° . 1 pont

—b-sin15°

A sin(a — 8)-ra vonatkozo trigonometrikus azonossag szerint

sin15° = sin(45° —30°) = sin 45° - cos 30° — cos 45° - sin 30°,

ahonnan
. V2 (V3 1
Sin15° = —+| ———|. 1 pont
2|2 2 P
Ezt (4)-be helyettesitve, a miveletek elvégzése, rendezés, négyzetgyoktelenités ¢és
egyszerlsités utan
1
(5) tgf=—. 1 pont
J3
(5) éppen azt jelenti, hogy
£ =30°,
¢s igy az ABC haromszogben CAB/ =135°. 1 pont

Osszesen: 10 pont

14



5. megoldas:

ol o=

(S]]
o

6. abra

Az AF szakasz az ABC haromszoget két haromszogre osztja.
Kiszamitjuk az AFC haromszog szogeit:

mivel BFAZ kiils6 szoge az AFC haromszognek, ezért

AFC £ =135°,

FAC £ =30°.

Az FBAZ = f paramétert bevezetve az AFB haromszog szogei
FBAZ =4,
FAB~ =135°— 4.

Felirjuk az AFC és AFB haromszogekre a szinusztételt:

a
1) 2 _sin30°
s sin15°’
illetve
a
) 2 _sin(135°- ﬂ)l
S sin g

15

2 pont

2 pont



Az (1) és (2) egyenldségébdl:
sin30° _ sin(135° - )

sin15° sin g

Az addiciods tételeket behelyettesitve és ekvivalens atalakitasokat végezve:

2-sin15°-cos15°  sin135°-cos S —cos135°-sin f

sin15° sin 3
2. cos15° = SML35° 008 —c0135°-sin
sin g
2 cos(45° —30°) = sin135 -COSﬁ_— c0s135°-sin 8 |
sing
2-cos(45°-30°) = % (ctgB+1),
V2 ({3 1) 2

2:— | —+5 |=—-(cgs+1).

Az utolsé Osszefliggésbol
Ctgﬂ = \/§ ,

¢s igy B =30°

adodik.

Ezért a keresett sz0g

CAB.£ =30°+135°—-30° =135°.

Osszesen:

16

2 pont

3 pont

1 pont

10 pont



6. megoldas:
Megoldasunkhoz a 6. abrat haszndljuk, amelyen a BC =a oldalt 2 egységnyinek
valasztjuk. Ez a valasztas nyilvanvaloan nem sérti az altalanossagot, hiszen a
feladatban szerepldé haromszog a szogei miatt csak a hasonlosag erejéig van
meghatarozva. Ezzel a valasztassal FB = FC =1. 2 pont
Legyen tovabba AC =b és AB=c.
BFA Z kiils6 szoge az AFC haromszognek, ezért

AFC/ =135°,
és

FAC ./ =30°. 1 pont

Felirhatjuk az AFC haromszogben a szinusztételt:

V2
E_Sinl%o_i_\/}
1 sin30° 1 ’
2
innen
b=+2. 1 pont

Az ABC haromszdgben eldszor az AB = ¢ oldalra felirjuk a koszinusztételt:

c? =a?+b?—2ab-cos15°,

ebbdl a=2 és b=+/2 miatt
(1) c? =6—4-4/2-cos15°. 1 pont

A cos(a — ﬂ) -ra vonatkozd trigonometrikus azonossagbol

C0s15° = c0s(45° —30°) = cos 45° - os 30° +sin 45° - sin 30°,

00515":\/5' f+1 . 1 pont

amelybdl

17



Ezt (1)-gyel 6sszevetve azt kapjuk, hogy
c2=4-2-43,
innen pedig 423 = (V3-1f é +3-1>0 figyelembe vételével

) c=+3-1.
Az ABC haromszdgben a BC = a oldalra is felirjuk a koszinusztételt:

a’=b%?+c?-2bc-cosa

ahonnan a=2, b= J2 és c=+/3-1 behelyettesitésével

3) 4:2+<\/§—1)2—2~\/§-(\/§—1)-c05a.

(3)-bol a miiveletek elvégzésével és rendezéssel azt kapjuk, hogy

cosq = —2 1-+3
2.42-(V3-1)

innen egyszertsitéssel és a tort nevezdjének négyzetgyoktelenitésével

2
coso =———.

Ez azt jelenti, hogy
CAB/ = =135°.

OSSZCSGHZ

18

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



4. feladat
Meg lehet-e szamozni egy kocka csucsait az 1, 2,...,7,8 szamokkal ugy, hogy minden
csucshoz kiilonbozé szam tartozzon, és barmelyik él két végpontjara irt szamok
osszege is egymastol kiilonboz6 legyen?

Megoldas:

legyen a cstcsok ,,neve” a csucsokra irt szam: 1; 2;3;4;5;6;7;8 és

legyen az élek ,,neve” az élekre irt szam:

1+2=3;..7+8=15. (13db)

Az 1; 2;3;4,5;6;7;8 szamokbol képezhetd parok Gsszegei:

3;4;5;...;13;14;15. (13db) 1 pont
A csticsok 6sszege=1+2+3+4+5+6+7+8=36 1 pont
Az élek Osszege egyenld a cstcsok Osszegének haromszorosaval, azaz 108—cal, mert
minden cstcsba harom ¢l fut be. 1 pont
A lehetséges 13 €1 Gsszege:

3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=117.

Tekintettel arra, hogy a kockanak 12 éle van, a 13 lehetséges érték koziil pontosan egy
kimarad, mégpedig, mivel 117 =108+ 9, ezért csak a 9 -es maradhat ki. 2 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy minden mas élnek szerepelnie kell, igy mind a 3;4;5, mind a
13;14;15 szamharmasnak. 1 pont
Mivel a 3 és a 4 csak 1-1 féleképpen all elé csticsok sszegeként (1+ 2, illetve 1+ 3), az
1-es csucs két szomszédja biztosan a 2, és a 3.
Az 5 kétféleképpen allithato el6 (2+3, illetve 1+ 4), ezért, mivel 2 és 3 lapatlo cstcsai,
az 1-gyel szomszédos harmadik csucs a 4. 1 pont

A 13, 14 ¢és 15-0s ¢élek mindegyikének szerepelnie kell, ezért az el6z6hdz hasonlod

gondolatmenettel (hiszen 15 és a 14 csak egy-egyféleképpen, a 13 pedig kétféleképpen
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bonthat6 6sszegre) a 8-as cstics szomszédjai csak 5, 6, 7 lehetnek. 1 pont

Az 1, 2, 3 és a 4 rogzitése utan fennmaradd csucsok koziil csak az 1-es csucsbdl induld

testatlé masik végpontja lehet a 8-as. 1 pont

A 8 szomszédjai koziil az 5 nem lehet a 4 szomszédja, a 6 nem lehet a 3 szomszédja, és a

7 nem lehet a 2 szomszédja (hiszen a 9 nem szerepel az élek kozott).

fgy mindhdrom cstcsra egyetlen lehetdség marad. Ebben az esetben valamelyik ¢él

duplan szerepel, illetve igy egy ¢l kimarad.

Ez azt jelenti, hogy a kocka csticsainak a feladatbeli feltételekkel torténd megszamozasa
nem lehetséges. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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5. feladat
Bizonyitsa be, hogy ha o hegyesszog, akkor

(1+_i}-(1+ 1 j23+2~\/§!
sina COS &

Mikor all fenn egyenloség?

Megoldas:
Mivel a hegyesszog, azaz 0° < a <90°, ezért sina >0 és cosa > 0. 1 pont

Végezziik el a bizonyitandd egyenldtlenség bal oldalan a kijelolt miiveleteket, a

lehetséges 0sszevonasokat és rendezziik az egyenldtlenséget, igy az

Q) ! + ! + ! >2+2-42

sinag cosa Sing-Ccosa

egyenldtlenséget kapjuk. Ezt elég bizonyitani. 1 pont

Alkalmazzuk az — €s pozitiv szdmokra a szamtani és mértani kozép kozotti
SIno COS &

egyenl6tlenséget:

1 1

—— 4
sina__cosa 5, | 1
2 sina-cosa
1 N 1 S0 1
2) sinad cosa  Vsina-cosa 2 pont

Masrészt az (1) baloldalanak harmadik tagjara:

12
sina-cosa  2sinacosa

12
(3) sina-cosa sin2a
Mivel 0° < a <90°, ezért
0° <2 <180°,
amibol
(@) 0 <sin(2a)<1.

(3)-at és (4)-et Osszevetve:
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1

2
— >
(5) sina-cosa 1

¢s igy

ET 2 pont
(6) sina - cosa

(1) baloldalaba behelyettesitve (2)-t, (5)-6t, majd (6)-ot

1 1 1 1
—— + +— >2 | ——— +2,
sin¢ cosa sina-cosa sina cos

1 1 1
—+ +—=
Sina  COSa SN -COS

>2.42+2. 2 pont

Ezt akartuk bizonyitani.

Egyenloség akkor all fenn, ha (5)-ben a szamtani és mértani kozépben szerepld két

mennyiség egyenld, vagyis ha

11
sina  cosa’
ez
sina =cosa
esetén lehetséges. 1 pont

Ez pedig a 0°<a <90° feltétel figyelembe vételével azt jelenti, hogy egyenldség
pontosan akkor van, ha o = 45°. 1 pont

Osszesen 10 pont
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