Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2012/2013. tanév
Matematika I. kategoria - 1. fordulo
Javitasi-értékelési utmutato
1. Az n pozitiv egész szamnak pontosan két pozitiv osztéja van, az 7+ 1-nek pedig

pontosan hdrom.
Hany pozitiv osztdja van az n+2012 szamnak?

Megoldés:

Ismert, hogy az N=p,"... p,* o0sztdinak szama:

d(N)=(a, +1)...(ct, +1). 1 pont
Ezért pontosan két pozitiv osztéja a primszdmoknak van. Mivel »
primszam, 0sztoi:

n¢s 1. 1 pont
Pontosan harom pozitiv osztdja a p’ alaku szamoknak van, ahol p
primszam, és ezek az osztok az

L p; p’
szamok. 1 pont

Mindezeket figyelembe véve:

n+l=p?,
amelybdl
n=p*-1.
Ezt atalakitva:
n=(p=1)-(p+1)
kovetkezik. 2 pont

Mivel »n prim, és p—1< p+1, ezért csak
p-1=1,8s p+l=n,

lehet, azaz

és
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Ez az n valéban primszam, osztoi 1 és 3.
fgy n+1=4=2% osztdi 1, 2, 4. 2 pont
Ez azt jelenti, hogy
n+2012=2015,
amelynek primtényez6s felbontésa:
2015=5"-13"-31",
ez€rt az n+2012 szdmnak pontosan 2-2-2 =8 pozitiv osztdja van, és
ezek

1;5;13;31;65;155;403; 2015. 3 pont
Osszesen: 10 pont
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2.

Elhelyezhet6-e a térben 11 pont Ugy, hogy az altaluk meghatarozott egyenesek
szama 53 legyen? Lehet-e a 11 pont altal meghatarozott egyenesek szdma 547

Allitasat indokolja!

Megoldés:

a) A pontok altal meghatdrozott egyenesek szdma akkor maximalis, ha a

b)

pontok kozott semelyik harom sincs egy egyenesen.

Ezért a 11 pont altal meghatarozott egyenesek maximalis szama:

11-10
1 —=355.
(M .

Vegylink egy olyan 11 pontbdl all6 ponthalmazt, amelyben semelyik

harom pont nincs egy egyenesen.

Legyen A4;B;C ezen ponthalmaz harom eleme. Ha B helyett egy AC
egyenesen 1évé D pontot vesziink, akkor az AB helyett egy AC -vel

egybees6 AD egyenest kapunk, valamint BC helyett egy ugyancsak
AC -vel egybeesé DC-t.

fgy az A,D,C pontok altal meghatdrozott egyenesek szama harom

helyett egy lesz, vagyis 2-vel csokken.

Ez azt jelenti, hogy elhelyezhetdé 11 pont ugy, hogy az altaluk
meghatarozott egyenesek szama

55-2=353
legyen.
Ha lenne a 11 pontnak olyan -elhelyezkedése, hogy az altaluk
meghatarozott egyenesek szama 54 volna, akkor biztosan lenne kozottiik 3
olyan, amely egy egyenesre illeszkedik, ellenkezd esetben az egyenesek

szama (1) szerint 55 lenne.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont
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Legyen ez a harom, egy egyenesre illeszkedd pont 4;B;C! Ha a harom
pont koziil az egyiket, példaul a B pontot lehuzzuk az egyenesrdl ugy,
hogy kozben ne keriiljon masik egyenesre, akkor Uj egyeneseket hozunk
Iétre, mégpedig az 4B €s CB egyeneseket, és igy az egyenesek szdma

2-vel no.

Ekkor viszont 56 egyenes keletkezne, ami ellentmond annak, hogy a 11

pont altal meghatarozott egyenesek maximalis szdma 55.

Tehat 11 pontnak nincs olyan elhelyezkedése, amelynél az altaluk
meghatarozott egyenesek szama 54 lenne.

Osszesen:

1 pont

1 pont
10 pont
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3. Oldja meg a pozitiv egész szdmokbdl allé6 szdmharmasok halmazdn az aldbbi

egyenletrendszert:
(a) x+y+z=12,
(b) xy+xz+yz=47.
1. Megoldas:

Az (a) egyenletbdl az kovetkezik, hogy az x;y;z pozitiv egész szamok

egyike sem lehet 10-nél nagyobb.

Mivel a szdmok Osszege (a) miatt paros, a paronként vett szorzatok
Osszege a (b) egyenlet szerint paratlan, ezért a harom szam koziil
pontosan az egyik paros, a masik kettd paratlan. 1 pont

Az egyenletrendszer mindkét egyenlete szimmetrikus az x;y;z
ismeretlenekben, ezért ha kapunk megoldasként egy x;y;:z
szamharmast, akkor a szdmharmas 0sszes permutacidja is megoldas.

Ezért feltehetjiik, hogy

x<y<z. 1 pont
Ezen feltevés miatt az x+ y +z =12 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

12=x+y+z2>3x,

illetve
12=x+y+z<3z,

amibdl

(1) x<4,

€s

(2) z24. 1 pont

Mivel x pozitiv egész, ezért (1)-re vald tekintettel x lehetséges értékei:
x=1,x=2,x=3, x=4. 1 pont
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Ha x =1, akkor az (a) egyenletbdl
y+z=11,

ennek pozitiv egész megoldasai:

y=6z=35, y=T,z=4
y=8;z=3, y=9z=2 ¢ y=10;z=1.
A (b) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
3) yz=47-x(y+z).
Ebbe x=1, és y+z=11-et helyettesitve
vz =36.

Azon y,z parok, amelyeket nem zartunk ki a lehetdségek koziil,

egyike sem elégiti ki ezt az egyenletet, tehdt x=1 mellett nincs
megoldasa a feladatnak. 2 pont

Ha x =2, akkor az (a) egyenletbdl
y+z=10,

ennek pozitiv egész megoldasai

y=1z=9, y=2;z=8, y=3z=17,
y=4z=6, y=5z=5, y=6,z=4,
y=T,z=3, y=8;z=2, y=9;z=1

Figyelembe véve a (2) és az x <y <z feltételt, &s azt, hogy, x; y;z koziil

pontosan egy szam paros, csak



lehet megoldas.

Viszont ezek sem tesznek eleget a (3)-bol adodd
yz=47-2-10,

yz =27

egyenletnek, ezért x =2 mellett sem kaptunk megoldast.

Ha x =3, akkor az (a) egyenletbdl
y+z=9,

ennek pozitiv egész megoldasai

y=1z=8, y=2z=T7, y=3,z=6,
y=42z=95, y=5z=4, y=6,z=3,
yv=T,z=2, y=8;z=1

Az x <y <z feltétel miatt csak

y=3,z=62¢8s y=4,z=5
lehet megoldas.
(3)-bol x =3, y+z=9 mellett azt kapjuk, hogy

vz =20.
Ennek csak

y=42z=5
tesz eleget.

Ez azt jelenti, hogy az
x=3y=4;,z=5

szamharmas, - és ezek Osszes lehetséges permutacioja - megoldadsa a

feladatnak.

1 pont

1 pont
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Ha x =4, akkor az (a) egyenletbdl
y+z=8,

ennek pozitiv egész megoldasai

y=1z=17, y=2z=6, y=3;z=95,
y=4z=4, y=5z=3, y=6z=2,
y=Tz=1. 1 pont

Figyelembe véve a paritdsra vonatkozo feltételt, az x<y<z, és a (2)

kikotéseket, ezek egyike sem ad megoldast.

Az egyenletrendszer 0sszes megoldésai tdblazatba foglalva:

X y 4

3 4 5

3 5 4

4 3 5

4 5 3

5 3 4

5 4 3
. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzések:

1) haa versenyz6 nem alkalmazza az x < y <z feltételt, hanem a megoldas
soran valamennyi szoba jovo egész szamot kiprobalja, akkor helyes
megoldasi menet esetén megkapja a teljes pontszamot

2) ha a versenyz0 kitaldlja a helyes szdmharmast, de nem indokolja, hogy
csak ennek permutacidi lehetnek megoldasok, akkor legfeljebb 3 pontot
kaphat (1 pontot a szamharmas ellendrzéséért, 2 pontot a szamharmas

crer
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Megoldas:

Az egyenletrendszer mindkét egyenlete szimmetrikus az x;y;z
ismeretlenekben, ezért ha kapunk megoldasként egy x; y;z szamharmast,
akkor a szamharmas 6sszes permutacidja is megoldas.

Tovéabba az (a) s (b) egyenletek szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy a
kiszamitandd ismeretlenek koziil a z a legnagyobb.

Az (a) egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik:

(1) X4+ yr 2t +2xp+2yz+2zx = 144,

Az (1) egyenletbe a (b)-t behelyettesitve

(2) ¥ +y*+z7 =50

kovetkezik.

Mivel x;y;z pozitiv egész szamok, és z a legnagyobb, ezért (2) alapjan
z<7, hiszen z>7 mellett (2)-bdl x*>+y* <1 kovetkezik, ez pedig

egyetlen pozitiv egész x; y parra sem teljesiil.

A z=6 eset sem fordulhat eld, mert abbdl x* +y* =14 kovetkezik, de a
14-nél kisebb négyzetszamok (1,4,9) semmilyen pérositisa mellett sem
lesz az 6sszegiik 14.
A z =35 esetben (2)-bdl
(3) x*+y?=25.
Ezt az egyenletet kielégitik az
x=3y=4

¢s
x=4y=3

szamparok, €s csak ezek, tehat a feladat megoldasat adé szamharmasok

lehetnek:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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x=3y=4,z=5,

€s
x=4y=3;z=5. 2 pont
A z <5 eset nem allhat fenn, mert ha z a legnagyobb, akkor x<z, y<z
miatt
z<4,
y<4,
x<4,
amibdl
x*+y*+2z°<3-16,
¥+t +z7 <48
lenne, ami ellentmond (2)-nek.
A 0sszes megoldas tehat ! pont
X y z
3 4 5
3 5 4
4 3 5
4 5 3
5 3 4
5 4 3
A tablazatbeli szamharmasok, és csak ezek a feladat feltételeinek megfeleld
megoldasok. ) 1 pont
Osszesen: 10 pont

10
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Megoldas:
(a)-bol kovetkezik, hogy
(1) x, v,z €[1,10].
(a)-t atalakitva
(2) y+z=12-x, 1 pont
tovabba (b)-bol
yz=47-x(y+z),
amibdl figyelembe véve (2)-t
(3) yz=47-x(12—x)=47-12x + x*. 1 pont

a Viete formuldk alapjan y és =z olyan masodfoku egyenlet gyokei,

melyben
a=1,
b=—(y+z)=x-12,
c=yz=47-12x+x>.
Az

w? +(x—12)u + (47 - 12x +x7 )= 0 1 pont
egyenletnek akkor lehet u, =y, u, = z-re megoldasa, ha diszkriminénsa

nem negativ. Ekkor

y = M és z = M (Vagy forditva.) 1 pont

Ezért kiszamitjuk D -t:
D =b*—4ac,
D=(x—12) —4-1-(47-12x+x?),
D =x"—24x+144 - 188 + 48x — 4x7,

(4) D =-3x" +24x—-44. 1 pont

11
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A valos gyok létezésének sziikséges feltétele az, hogy

D>0
legyen.
Megkeressiik D zérushelyeit:
—3x7 +24x-44=0,

_ —24+4576-528
12 = 6 b
X, ~ 2,84,
x, 515,
Ezért a lehetséges egész x -ekre
xe{3,4,5}.

Figyelembe véve (2)-t, (3)-at s (4)-et

X y+z A4 D y Z
3 9 20 1 4 vagy 5 | Svagy4
4 8 15 4 Svagy3 | 3vagy5
5 7 12 1 3vagy4 | 4vagy3
[gy az 6sszes szamharmas:

3, 4, 3),

(3, 5 4),

(4, 5, 3),

(4, 3, 3),

(5, 3, 4),

(5, 4, 3).

Osszesen:

12

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont
10 pont
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4. A nem egyenldszard ABC haromszogben BC >CA. Az 4B oldal F felez6pontjan
keresztiil htizzunk parhuzamost a C pontbeli belsd szogfelezdvel, ez az egyenes az
AC egyenesta P, a BC egyenest a Q pontban metszi. Bizonyitsa be, hogy

BC PO _

s 1
AC OF

Megoldés:

1. abra
Az 1. &bran lathato jelolések szerint az 4BC haromszog oldalainak

hossza BC=a;CA=b és AB=c.

A feltétel szerint BC > CA4, ezért nyilvanvalo, hogy a C pontbeli bels6
szogfelezonek az 4B oldallal valdé D metszéspontja kozelebb van az 4
ponthoz, mint a B ponthoz. 1 pont

A fenti jelolésekkel felirhatjuk a haromszogre a bels6 szogfelezo tételét:

AD b
1 =—.
1 c—AD a
(1)-ben elvégezve a miiveleteket, rendezés utan
2) ap="2<
a+b
illetve

13
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a-c

3) BD=c—AD=—"—. 2 pont
A BACz-eta CD és PQF parhuzamosokkal metszettiik el, ezért a
parhuzamos szeldszakaszok tétele szerint:
PF  AF
4) — =
CD 4D
Mivel
AF =5,
2
ezért (4)-bol
PF=CD-—<
2-AD
kovetkezik. 1 pont
(2) szerint
AD - b-c ’
a+b
ezért
a+b
(5) PF =CD- .
2b 1 pont
Az ABC. -et is ugyanezen parhuzamosokkal metszettiik el, ezért a
parhuzamos szeldszakaszok tétele szerint:
(6) or _BE
CD BD
(6)-bol BF :% felhasznalasaval
F=CD-
Q 2-BD
adodik. 1 pont

14
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Ezt 6sszevetve (3)-mal, azt kapjuk, hogy

a+b
(7) OF =CD-——=. 1 pont
(5) és (7) alapjan
a+b
W_w'%
OF cp.a+h’
2a
Pr_a
OF b
De
PF = PQ +OF ,
ezeért
PO+ QF _a
OF b’
ro +1=2,
OF b 2 pont
Ez pedig azt jelenti, hogy
a_ro_,
b QF
vagyis
BC PO _,
AC OF °~
¢s éppen ezt akartuk bizonyitani. 1 pont
Osszesen: 10 pont

15
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5. Oldja meg a valés szamok halmazan a

V2012-503x —3x—2| _ |

Vax+12-[3x-2)
egyenldtlenséget!
Megoldas:

A szamldléban és a nevezdben levd négyzetgyokos kifejezések csak
akkor értelmezhetdk, ha
—6<x<4. 1 pont

A nevezdben levd kiilonbség értéke nem lehet zérus, azaz

V2x+12 -[3x-2| 20,
innen pedig:

V2x+12 # 3x -2
Ebben mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetreemelés ekvivalens
atalakitas.
A miveletek elvégzése utan:

9x* —14x-8 0,

és ezzel

x;t—g, illetve x #2.

Az egyenl6tlenség tehat azokra az x-ekre értelmezhetd, melyekre

4 4
1 —6;—— U |-—;2| U[2; 4
M XE[ 9[ }9 [ P 1 pont
Valasszuk két részre a megoldast az egyenldtlenség nevezdjének eldjele

szerint:

(2) V2x+12-3x-2/>0,

16
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vagy
(3) V2x+12 -3x-2/<0.

A (2) egyenl6tlenség atrendezés utan
V2x+12 >[3x -2

alakban irhato.
A kapott egyenldtlenségben mindkét oldal nemnegativ, a
négyzetreemelés tehat ekvivalens atalakitas, igy rendezés utan a

9x* —14x-8<0

egyenldtlenséget kapjuk. Ennek megoldésai:
4) —g <x<2.

A (2)-bol addédo (4) feltétel mellett megszorozzuk az eredeti

egyenldtlenség mindkét oldalat a bal oldali tort nevezdjével.

Ekkor
V2012 -503x —[3x - 2| <v2x+12 —[3x - 2],

amelybdl ekvivalens atalakitassal kapjuk, hogy:

(5) V2012 -503x <2x+12.

Az (5) egyenldtlenségben mindkét oldal nemnegativ, ezért négyzetre

emelhetiink.

Az (5) megoldasai az
400
X2 —
101

egyenldtlenségnek megfeleld valos szamok.
400 ( . . o re:
Az x> Top 5@ (4) feltételt egyszerre egyetlen valos szdm sem elégiti

ki, ezért a (2) feltétel mellett nem kaptunk megoldast.

17

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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A (3) egyenl6tlenség atrendezés utan
V2x+12 <[3x -2

alakban irhato.
Ebben az egyenl6tlenségben mindkét oldal nemnegativ, ezért a
négyzetreemelés ekvivalens atalakitas.
A miveletek elvégzése és rendezés utan a
9x* —14x—-8>0

egyenldtlenséget kapjuk, amelynek megoldasai azok az x-ek, melyekre
(6) xe}—oo;—g[u]Z;oo[.

A (3)-bol kapott (6) feltétel mellett megszorozzuk az eredeti
egyenldtlenség mindkét oldalat a bal oldali tort nevezdjével.

Ebbol
V2012 -503x —[3x - 2| > v2x+12 - 3x - 2|
egyenldtlenség addodik.

Ekvivalens atalakitassokkal:

(7) V2012 -503x >2x +12 .
A (7) egyenl6tlenség megoldasai az

101

egyenldtlenségnek megfeleld valdés szdmok. Ezeket a (6) feltétellel
0sszevetve a

(8) xe }—oo;—g[u}l%}

valos szamokat kapjuk.

Figyelembe véve az értelmezési tartomanyt, (1)-et

xe [—6;—3[U}—g;2[U]2;4]

18

1 pont

1 pont
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adodik, hogy az eredeti egyenldtlenségnek azok, és csak azok az x-ek,

melyekre

9) xe[—6;—i[u}2;@]
9 101 1 pont

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a (9)-nek megfeleld valds
szamok az eredeti egyenldtlenség megoldasai. 1 pont
Osszesen: 10 pont

19
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6. Az x ésy pozitiv valds szamok szorzata 50, tovabba teljesiil, hogy x> y.

2 2

ty

Hatarozza meg az kifejezés minimumanak értékét!

Adja meg az X aranynak azt az értékét, amelyre a kifejezés a minimumat valoban

felveszi!

Megoldés:

x2 +y2 . . , . . L7
Az - kifejezés mindig pozitiv, ha x> y.

Ekvivalens atalakitassal kapjuk:

(1) x? +y2 (x—y)2 + 2xy

x=y x=y 1 pont

Az (1)-bdl adédik, hogy:

@) (o) 22
x—y x-y 1 pont

Atalakitjuk (2) jobboldalat

2x
x*+y? (x_y)+x—y
xX—y 2
Mivel az x>y feltétel miatt (x—y) és 29 s pozitiv, ezért
xX=y
alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani k6zép kozti egyenldtlenséget: 1 pont
(x—y)+ xzfyy o
4 ——2 [(x-) :
2 xX—y
(r=)+ — f
>.\2xy,
5 Y

20



(5) — ¥ 599, 1 pont

(1,(2),(3), (4) és (5)-bol az kovetkezik, hogy

2 2
Y 52000
xX=y
vagyis
x*+y?
P >20. I pont
Egyenldség pontosan akkor van, ha a szamtani és mértani kozépben
szerepld mennyiségek egyenlok, azaz, ha:
2xy
xX—y)= .
(x~) —y 1 pont
rendezés utan
(6) X' —4xy+y* =0, 1 pont
Mivel y pozitiv, ezért, y* >0, ezért (6) mindkét oldalat oszthatjuk vele:
2
T _4%41=0
y y
Az Z=: jelolés bevezetésével a
y
(7) 22 —4z+1=0 1 pont
masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei
z,=2+~3 és z, =243, 1 pont

A z,=2-43 nem megoldasa a feladatnak, mert az x és y pozitiv

21
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szamok, tovdbba x>y, ¢és igy sziikségképpen T, marpedig a
y

z, =2 =2-4/3 szam kisebb 1-nél.
y

2 2
x + . . 14 . . 14 14 14 14 r . .
Az 4 kifejezés minimumanak értéke tehat 20, és ezt a minimumot az

X=Yy
X , , .
= =2+4/3 arany esetén veszi fel. 1* pont
y
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Az x-y=50 és az ~=2+43 arany alapjan az x és y pozitiv szamok
y

kiszamolhatdk, a szdmolas eredménye:

x=54+2.43 =5({3+1),
y=5+/4-2:43 =5({3-1).

144 r b 14 L4 x 14
Ha a versenyzd erre a megoldasra jut mas uton, de az —= 2+4/3 aranyt
y

és

nem irja fol, akkor az utolsé (1* pont) pontot nem kapja meg.
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