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a gimnaziumok specialis matematikai osztéalyainak tanul6i részére

A donts feladatainak megoldasai

1. feladat

Az ABC' derékszogi haromszog C' csucsabol indulé magassaganak talppontja az AB
atfogon D. A B cstcsbol induld szogfelelz6 a C'D magassagot az E, az AC befogot az F
pontban metszi. Igazoljuk, hogy AD > 2- EF.

Els6 megoldas: Az abran megrajzoltuk az AC'D sz6g CH szogfelezGjét, és erre a H
pontban merélegest allitva kaptuk az I.J szakaszt.

C

Az FBC és HCA szogek egyenlGsége folytan a G metszéspontban is derékszog van.
Igy GB a CH B egyenl$ szart haromszog szimmetriatengelye. Ezért CH = 2-CG, ahonnan
I1J =2 - EF kovetkezik. Azt kell tehat megmutatnunk, hogy IJ < AD.

A JIC héaromszog teriilete IJ-CH/2, az ADC haromszogé AD-CD /2. A két teriilet
koziil a masodik a nagyobb, ugyanis a HID haromszog egybevago a HJK haromszoggel,
ezért a JIC haromszog a K DC'J négyszoggel egyenls teriilett, ez utobbi pedig kisebb az
ADC haromszognél. A magassidgok koézott nyilvan fennall a CH > CD egyenlGtlenség,
ezért az alapokra I.J < AD valoban teljesiil.

Megjegyzés: Az IJ < AD egyenlGtlenségben raismerhetiink annak a jol ismert ténynek a
speciélis esetére, amely szerint egy konvex szogtartomany szimmetriatengelyének valamely
pontjan keresztiil huzhato szelGszakaszok koziil az, amelyik a szogfelezére meréleges, rovi-
debb az 0sszes tobbinél.

Masodik megoldas: Az els6 megoldasbeli A, B, ..., H pontokra hasznaljuk ugyanazokat
a jeloléseket, az oldalhosszakat és az ABC szoget pedig a szokasos modon jeldlje a, b, c,
illetve 5. Mivel G-nél derékszog van (lasd az els§ megoldast), az F'EC haromszog egyenlds
szara és hasonlo a C'HB haromszoghoz. A két haromszogben a szarak ab/(a + ¢), illetve
a hossztsdguak, ezért az alapok is ilyen aranyban allnak, vagyis
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Mivel ¢ > a, mindkét tényez6 pozitiv, és az egyenlStlenség valdoban teljestiil.

Megjegyzés: A 2a/(a + ¢) mennyiség éppen az 1 és az a/c = cos f szamok harmonikus
kozepe. Igy a harmonikus és a szdmtani kézép kozti egyenlGtlenséghdl rovidebb tton is
megkaphatjuk a kivant egyenl6tlenséget: 2a/(a+c) < (1+cos 8)/2 = cos?(3/2) < cos(S/2).

2. feladat
Van-e olyan pozitiv egész, amelynek pozitiv osztoi kozott 2011-szer annyi négyzetszam
van, mint kébszam?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy barmely r > 0 egész esetén van olyan pozitiv egész,
melynek pozitiv osztoi kozott r-szer annyi négyzetszam van, mint kobszam.

Jelolje N(c), illetve K(c) a ¢ természetes szam pozitiv osztdi kozil a négyzetszamok,
illetve kobszamok szaméat. Ha c torzstényezos felbontésa ¢ = p* - - - p;-xj , akkor a négyzet-

szamosztok éppen a p?ﬁl ---p?ﬁj alakt szamok, ahol 0 < 26; < oy, 1 <@ < 7, igy ezek
szama

N(e) = (len/2] +1) ... ([ey/2] +1).
Hasonléan kapjuk, hogy

K(c)=(lon/3] +1)...(lej/3] +1).
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A képletbdl azonnal adodik, hogy ha (a,b) = 1, akkor N(ab) = N(a)N(b) és
K(ab) = K(a)K(b), tovabba tetszdleges p prim esetén

N@™) =3k+1, N@E*2)=3k+2 & N(pP*)=3k+3,

illetve
K@) = K(p*t2) =2k +1 & K@%t =2k +2.

Igy a h(c) = N(c)/K(c) jeloléssel egyrészt (a,b) = 1 esetén h(ab) = h(a)h(b), masrészt
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h(p6k+2) és h(p6k+4)

Azt kell igazolnunk, hogy h(c) értékkészletében minden s > 0 egész szerepel. Teljes
indukcioval okoskodunk, s = 1-re pl. A(1) = 1.

Tegyiik fel, hogy s > 1, és minden r < s esetén igaz az allitds. Ha s = 3k + 2, akkor
barmely p primre h(pS**2?) = (3k + 2)/(2k +1). Mivel 2k + 1 < 3k + 2, az indukcios
feltevés szerint van olyan d, amelyre h(d) = 2k + 1. Igy ha (p,d) = 1, akkor ¢ = pS**2d-re
hic)=(Bk+2)/(2k+1))- (2k+1) =3k +2=s.

Hasonloan kell eljarnunk az s = 3k+3 és s = 3k+1 esetben is, ekkor p®*+4-bol, illetve
p%-bol kell elindulni.

3. feladat

Anna és Balint a kovetkezd jatékot jatsszak: Anna rajzol egy tetszélegesen nagy
tires (azaz él nélkiili) grafot, majd egyesével behuz tetszbleges éleket, amelyeket Balint
kozvetleniil a behtzas utdan kékre vagy pirosra szinez. Tovabbi szabaly, hogy az igy
keletkez6 grafban minden cstcs foka legfeljebb k lehet, és k értékében el6re megallapodnak.
Melyik az a legkisebb k, amely mellett Anna iigyes jatékkal mindenképpen létre tud hozni
egy 2011 hosszusagu egyszind utat?

Megoldas: Ha k = 1, illetve k = 2, akkor Anna csak kozos csucs nélkiili éleket, illetve
koroket és utakat tud rajzolni, és ha ez utdobbiak éleit Balint valtakozva szinezi kékre és
pirosra, akkor legfeljebb 2 hosszisagu egyszini utak keletkeznek (a 2 a paratlan korokkel
érhetd el).

Megmutatjuk, hogy k = 3-ra viszont méar létrehozhat6é barmilyen hosszi egyszint tut.
Pontosabban azt fogjuk igazolni, hogy ha valamely m-re 1étrehozhaté olyan m hosszusagi
egyszinid 1t, amelynek a végpontjai els6foktt pontok, akkor van olyan n > m, amelyre
n hosszusigu ilyen ut is létrehozhat6é. Innen az allitas teljes indukcioval adodik, hiszen
1 hosszusigu egyszint at nyilvan létrehozhato, tovabba ha az esetlegesen ,tul hosszi”
egyszini utaknal az egyik végponttol indulva alkalmas szami élt figyelmen kiviil hagyunk,
akkor az indukcids lépésnek megfelel§ hossziisagu egyszini utat kaphatunk.

Anna elkészit 2m — 1 darab m hosszusagu egyszini utat, amelyek koziil semelyik
kettének sincs kozos pontja és amelyek végpontjai elséfokiak. A skatulyaelv alapjén ezen
utak koziil legalabb m azonos szind, mondjuk kék, legyenek ezek wuq,us, ..., un, az egyik
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végpontjuk pedig Py, ..., P,. Ezutan Anna vesz két ,,aj” pontot (amelyekbdl eddig nem
indult él), legyenek ezek Py és Py, 11, majd elkésziti az u* = PyP1Ps ... P, Py, 11 utat.

Ha Balint a Py P, élt kékre szinezi, akkor ez az él ui-gyel egyiitt egy m + 1 hosszusagi
kék utat alkot, amelynek végpontjai els6foktiak. Ugyanez a helyzet, ha a P, P41 él kék.
Ha u* valamelyik masik éle kék, pl. P, P, akkor ui-et a P; elé, us-t a Py utan flizve egy
2m+1 hossziisagu kék utat kapunk, amelynek végpontjai els6foktiak. Végiil, ha u* minden
éle piros, akkor u* lesz egy olyan m + 1 hosszisdgu it, amelynek minden éle azonos szind
és a végpontjai els6fokuak.



