Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2010/2011
Matematika I. kategéria (SZAKKOZEPISKOLA)
3. (donto) fordulo

A 3. (donto) fordulo feladatainak megoldasa

1. Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenletet!
1 1 1

1
+ + +..+ =1
Ix+dx+1 x+1+0x+2 Jx+2+/x+3 Jx+2010 ++/x+2011

Megoldas: Az elsd tort nevezdjének elsd tagjabol a négyzetgyok értelmezése
miatt x>0.

Ekkor az 6sszes tobbi négyzetgyok alatt pozitiv szam all, tehat minden gyokos
kifejezés értelmezett.

Tovabba a négyzetgyokos kifejezések mindegyikének érteke pozitiv
(legfeljebb az elsd lehet 0), igy a tortek nevezdi mind pozitivak, vagyis a
tortek mindegyike értelmezett. 2 pont

Gyoktelenitsiik az egyes tortek nevezdit!

1 Jx+1-+x il
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=4x+2—-4x+1,

x+1+/x+2 (\/x+2—\/x+lxx/x+2 +\/x+1)_ x+2—(x+1)

1 Jx+2011=+/x+2010

Jx+2010 +x+2011  (Vx+2011—+/x+2010/x+2011+~/x+2010)

=x+2011 —+/x+2010. 3 pont
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Ezek segitségével az eredeti egyenlet a kovetkezd alakban irhato:

(Va1 =)+ (Vx+2 =vx+ 1) 4.4 (V2 +2010 =/x +2009) + (+/x+2011-+/x+2010)=1. 1 pont
Osszevonas utan:
—AXx+4/x+2011=1,

rendezve:

Jx+2011=+/x +1,

négyzetre emelve — mivel mindkét oldal pozitiv — ekvivalens atalakitast
végziink:

x+2011=x+2v/x+1,
amibdl rendezéssel
Jx =1005,
azaz

x=1005* =(1010025) _ 3 pont

Ez eleget tesz az x>0 feltételnek, és mivel atalakitasaink ekvivalensek voltak,

14 _ 2 14 /4 14 .. 14
ezért az x =1005° valos szam megoldasa a kiindul6 egyenletnek. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Egyladaban almak vannak, amelyek koziil néhany megromlott.
Ha kiemeliink 11 hibas almat, akkor az eredetihez képest felére
tudjuk csokkenteni annak a valosziniiségét, hogy véletlenszeriien
kivéve egy almat, a kivett alma hibas legyen.
Hany jo alma lehetett a ladaban?

Megoldas:

Legyen a ladéban eredetileg levd 6sszes almak szdma », a hibas almak szdma
n.Igy a j6 almak szama n—h_ahol:

(1) neN*, n>11, heN*, h>11, n—-h>0 (n>h) 1 pont

Annak a valészintisége, hogy egy almat véletlenszertien kivéve a ladabol, a
kivett alma hibas,

Ha ezutan eltavolitunk 11 hibas almat, akkor a ladaban levo 0sszes almak
szama n—11, a hibas almak szama s -11 lesz.

Ezutan a hibas alma kivalasztasanak valoszinlisége

2= T 1 pont
A feltétel szerint
1

P, = 5 P,
azaz

h—-11_ h

11 on’ I pont
amib6l
(2) h-n—-22n+11h=0.

A (2) egyenlet bal oldalat szorzattd bonthatjuk, ha mindkét oldalabol 242-t
kivonunk
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(3) h-n—22n+11h—242=-242,
3) (h—22)-(n+11)=-242. 2" pont

A bal oldali szorzat mindkét tényezdje egész szam, de a feltételek miatt
nyilvanvalo, hogy n+11>0, ezért h—22<0.

Ez azt jelenti, hogy a #—22 a 242 szam negativ o0sztdja, és (1)-et is figyelembe
veéve

4) 11<h<22 €s n>11. 1* pont

Mivel 242 =2-117, igy h-22 értékeit , és az ebbdl (3) alapjan kdvetkezd n, h,
valamint n—h értéket tablazatba foglalhatjuk:

h-22 -1 -2 -11 | 22 | -121 | -242
h 21 20 11 0 -99 -220
n+ll | 242 121 22 11 2 1
n 231 110 11 0 -9 -10
n-h 210 90 0 0 90 210 2% pont
A (4) feltételnek csak a tdblazat elsé és masodik oszlopa felel meg.
Ezért a feladatnak két megoldasa van: vagy 210 vagy 90 j6 alma lehetett a
ladaban. 1 pont
Ellendrzés:
1
n-h h n P, P, PZ:E P,
21 1 10 1 I 11
2000 20 1231 1 o= | o | 2 2
20 2 9 1 I 12
00120 10 6T | st | 2
1 pont

Osszesen: 10 pont
1. Megjegyzés:

Ha a versenyzd (3) helyett a szorzattabontast
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(n+11)22—h)=242

alakban adja meg, akkor figyelembe véve (1)-bdl n>11 azaz n+11>22-t,

igy nt+1 értéke 242-nek csak 22-nél nagyobb osztoja lehet:

n+11 242 121
22-h 1 2
n 231 110

h 21 20
n-h 210 90

Erre is jarnak a *-gal megjelolt pontok.

2. Megjegyzés:

Ha a versenyzd (2)-bdl

atalakitast végzi €s igy keresi meg az (1) feltételnek eleget tevd megoldasokat.

(h-22/242-t elemezve), akkor is teljes a megoldésa.
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3. Az ABCD konvex négyszog AC és BD atloinak metszéspontja P.
Legyen az 4PB ,illetve CPD haromszogek teriilete 7,, illetve T, !

Az ABCD négyszog T teriiletére teljesiil, hogy 7 = (\/71 + T, )2.
Igazolja, hogy az ABCD négyszog trapéz!

Megoldas: jeloléseink az dbran lathatok.

1. abra

A BCP haromszog teriiletét 7,-vel, az 4PD haromszdg teriiletét 7,-gyel
jeloltik.

Az ABP és PBC haromszogek B csucshoz tartoz6 magassaga kozos, igy a két
haromszog teriiletének ardnya az 4P és PC alapok aranyaval egyenld, azaz:

_AP

T
1 L _AP
1) T, PC

Hasonl6an egyszerii modon lathato be, hogy:

) 2

= 1 pont
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amelybdl
(3) Tl T3 = Tz 'T4
kovetkezik.

A feltétel szerint

P .
ebben a négyzetreemelést elvégezve
4) T=T,+T,+2T, T, .
Ugyanakkor a teriilet fogalma miatt
®)) T=T+T,+T, +T,.
(4) és (5) egybevetésébdl
(6) T,+T,=2JT, T, .
(3-at ide behelyettesitve
(7) T, +T, =2T,-T, ,
atrendezve

T,-2JT, T, +T, =0,

WT, 1. =0.

ami akkor €s csak akkor teljesiil, ha

JT, =T,
(8) T,=T,
De akkor

T,+T, =T +T,,
azaz

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont
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(9) TABC = Typp - 1 pOl’lt

Az 4BD és ABC haromszogek 4B oldala ko6zos, ezért a teriiletek egyenldsége

miatt a ket haromszogben az ehhez az oldalhoz tartozé magassagok egyenld

hosszuak, vagyis az 1. 4bra jeldléseivel

(10) CR =DS. 1 pont

(10) éppen azt jelenti, hogy a D és C pontok egyenld tavolsadgra vannak az
AB egyenesétll, tehat a DC egyenese parhuzamos az 4B egyenesével.

Az ABCD négysz0g két szemben levd oldala tehat parhuzamos, ezért az 4BCD
négyszog valdban trapéz.

Osszesen: 1 pont

: , 10 pont
1. Megjegyzés:

(7)-bdl (8)-ra kovetkeztethetiink ugy is, hogy atirjuk (7)-et

T, +T,
2 4 IT.-T
2 o,

¢s a szamtani- és mértani kdzép kozti egyenldségbdl
T, =T,

adodik.

2. Megjegyzés:

Ha a tétel megforditasat igazolja, akkor O pontot kap a versenyzd.



