Orszagos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny, 2008-2009-es tanév
MATEMATIKA, III. kategéria
A donts feladatai
a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére

. Mutassuk meg, hogy ha a1, as, as, ... tetszéleges pozitiv szdmok, akkor
oo (e.@)
Zl/ai:oo és Zai/i2:oo
koziil legalabb az egyik teljesiil. (Pozitiv ci1,co, ... szamok esetén

Z;’il c; = oo azt jelenti, hogy az sy = c1 + c2 + ... 4+ cp Osszegek
k novekedésével minden hataron til nének.)

. Vetitsiik az ABC D szabalyos tetraédert merdlegesen egy a térben fekvs
szamegyenesre, és legyenek a cstcsok vetiiletei rendre az a, b, ¢, d valos
szamok. Fejezziik ki a tetraéder élhosszat a, b, c és d segitségével.

.....

mézet. Minden méhecske legfeljebb 100-szor latogatott el a fahoz, ket-
ténél tobben sohasem voltak egyszerre ott, de barmelyik két méhecske
talalkozott valamikor egymassal a fanal. Maximélisan hany méhecs-
kébdl allhatott a méhraj?
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A donté feladatainak megoldasai

1. feladat.

Mutassuk meg, hogy ha aq,aso,as, ... tetsz6leges pozitiv szamok, akkor 221 1/a; = o0

és Y .0 a;/i* = oo koziil legalabb az egyik teljesiil. (Pozitiv ¢y, co, ... szdmok esetén
oo

Zi:l c; = oo azt jelenti, hogy az s = ¢1 + co + ... 4 ¢ Osszegek k novekedésével minden
hataron til nének.)

Megoldas: Tegyiik fel indirekt, hogy Y .o, 1/a; < 0o és > .~ a;/i* < 00, azaz van olyan
T szam, amellyel minden k-ra

az ag
—t — 4+ ...+ — < T é&s — 4+ ..+ = < T 1
a1+a2+ +ak a1+4+ +k2 ()

A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan

1 1 + a; > 1 a; o 1 _ 1
o2\a; " 2) Ve 2" V2 T 0
Ezt i = 1-t8] k-ig 6sszegezve, (1) felhasznalasaval kapjuk, hogy barmely k-ra

1 1171 1 1 as ay,
14+ +... —<—<— — 24 —) T. 2
totetrsslgtat ot tat )< (2)

Az egyenlétlenség bal oldalan allo 6sszeg (az 1+(1/2)+(1/3)+...+(1/k)+. .. ugynevezett
harmonikus sor kezdGszelete) azonban minden hataron ttl ng:

1+1>2 1 1 1+1+1+1>41_1 1 - 1 o 11
3 4 4 275 6 7 8 8 277777 or4 1 T ortl or+l
alapjan
1 1 1 j+2
14+ -4 -4+ +— > =
+2+3+ +to5r 2

Ez j > 2T — 2 esetén ellentmond (2)-nek.

2. feladat.

Vetitsiik az ABCD szabalyos tetraédert merélegesen egy a térben fekvs szdmegyenesre,
és legyenek a csiicsok vetiiletei rendre az a, b, ¢, d valés szamok. Fejezziik ki a tetraéder
élhosszat a, b, c és d segitségével.

Elsé megoldas: Legyen a keresett élhossz e = v/2m. Foglaljuk a tetraédert egy m élhosszt
kockaba, amelyben a tetraéder élei lapatlok. Vegyiik fel a térben azt a koordinatarendszert,
amelyben A az origd, a B,C, D cstcsok koordinatai pedig rendre (0,m,m), (m,0,m),
illetve (m,m,0), azaz a tengelyek a kocka origobol kiindulo éleinek iranyaba mutatnak.
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Toljuk el a szdmegyenest onmagaval parhuzamosan tgy, hogy az origdja az A pontba
keriiljon. Ekkor a B,C, D pontok vetiiletei rendre (b — a), (¢ — a) és (d — a) lesznek.
Legyenek a szamegyenes 1 pontjanak koordianatai («, 3,+), ekkor persze

o+ @242 =1

A B pont vetiilete a szdmegyenesen az AB vektornak és az («, 3,7) vektornak a skalaris
szorzata; hasonlo érvényes a C' és D pontokra. Ezért

m-B+m-y=b—a
m-ao+m-y=c—a

m-a+m-06=d-—a.
Innen m- (a+ B +7v) = (b+ c+ d — 3a)/2, vagyis

ma=(c+d—b—a)/2
mB=0b+d—c—a)/2
my=((b+c—d—a)/2.

Ezekbdl

2m2 :2m2(a2—|—62—|—72)
=((c+d—b—a)’+(b+d—c—a)*+ (b+c—d—a)®)/2,

ahonnan a tetraéder élhossza

e:\/im:\/((c—l—d—b—a)2—|—(b—|—d—c—a)2—|—(b+c—d—a)2)/2

:\/g(aQ—l—bQ—f—cQ—i—dQ)—(ab—i—bc—f—ca—i—ad—i—bd—i—cd).

Masodik megoldas: Legyenek elGszor OP, OQ és OR paronként merGleges egységnyi
hossziisagn szakaszok a térben. Allitjuk, hogy ha ezeket a szakaszokat a térben fekvd
tetsz6leges egyenesre merGlegesen vetitjiik, akkor a vetiiletek hosszanak négyzetosszege 1
lesz.

Feltehetd, hogy a szoban forgd egyenes athalad az O ponton. Vegyiink fel rajta egy X
pontot O-tol egységnyi tavolsagra, és vetitsiik X-et az OP, OQ, OR egyenesekre. Miutan
egységnyi szakasz vetiiletének a hossza csak a két egyenes altal bezart szogtdl fiigg, az
OX szakasz harom vetiiletének a hossza rendre egyenl§ az OP, OQ, OR szakaszoknak az
OX-re esd vetiiletei hosszaval. Ezért a szoban forgd négyzetdsszeg egyenls az X pont ko-
ordinatainak a négyzetosszegével az OP, OQ), OR altal kifeszitett koordinatarendszerben,
azaz 1-gyel.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy egy egységnyi élii kocka Osszes élét a tér barmely egye-
nesére merGlegesen vetitve az élek vetiileteinek a négyzetosszege az egyenes helyzetétsl
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fiiggetleniil mindig 4 lesz — és igy x élhosszti kocka esetében 422 — hiszen az élek rend-
szerét négy darab, paronként meréleges élekbdl 4116 élharmas egyesitéseként kapjuk.

Ratériink a feladat megoldasara. Az adott tetraéderrel egyiitt vetitsiik a koré irhato
kocka éleit is a megadott egyenesre. A tetraéder élei ennek a kockdnak lapatloi, mégpedig
mindegyik lapon az egyik.

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a parallelogramméknak az a jol ismert tulajdonsaga, mely
szerint az oldalak négyzetosszege egyenls az atlok négyzetosszegével, érvényes elfajuld pa-
rallelogrammaékra is, tehat alkalmazhatd a kocka lapjainak az egyenesre esd vetiileteire.
Ha ezeket az egyenlGségeket felirjuk a kocka mindegyik lapjanak vetiiletére és Osszead-
juk &ket, akkor egyrészt megkapjuk a kocka Osszes élei vetiileteli négyzetosszegének a
kétszereset (mert mindegyik él két laphoz tartozik), masrészt a tetraéder élei vetiiletei
négyzetosszegének a kétszeresét (mert a kocka barmelyik két parhuzamos lapatloja koziil
pontosan az egyik tartozik a tetraéderhez).

Tehat a tetraéder élei vetiileteinek a négyzetosszege egyenld a koré irt kocka élei
vetiileteinek a négyzetosszegével.

Jelolje e a tetraéder élhosszat, ekkor a koré irt kocka élhossza e/\/ﬁ. A szoban forgo
négyzetosszeg az elGzetes megjegyzésiink szerint a kocka élhossza négyzetének a négy-
szerese, vagyis 4(e/v/2)? = 2¢2. Ebbél a

22 = (a—b)?+(b—c)?+(c—a)+(a—d)?+(b—d)?*+ (c—d)?

egyenletet kapjuk, ahonnan

e:\/;(a2+b2+02+d2)—(ab+bc+ca+ad+bd+cd).

3. feladat.

Egy nap egy méhraj egy kiilonlegesen szép fa virdgjairdl gytjtotte a mézet. Minden
méhecske legfeljebb 100-szor latogatott el a fahoz, ketténél tobben sohasem voltak egy-
szerre ott, de barmelyik két méhecske taladlkozott valamikor egymassal a fanal. Maxi-
malisan hany méhecskébdl allhatott a méhraj?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy a keresett maximum 200, és altalaban 100 helyett n lato-
gatas esetén 2n.

1. El6szor azt igazoljuk, hogy a 2n megvaldsulhat, és erre két bizonyitast is adunk.

Az els6 bizonyitashoz tekintsiink egy szabélyos 2n-sziget, a cstcsait szdmozzuk meg
1-t61 2n-ig. A sokszog oldalai és 4tloi (a tovabbiakban hivjuk ezeket k6zOs névvel szaka-
szoknak) éppen megfelelnek az 1, ..., 2n szamokbol képezett (rendezetlen) szampéaroknak.
Mindegyik szakasz vagy egy (szemkozti oldalakbol allo) oldalparral parhuzamos, vagy
pedig olyan ,legrovidebb” &atloparral, amelyek masodszomszédos cstcsokat kotnek Ossze
(a parhuzamossagba most és a tovabbiakban az egybeesést is beleértjiik). Osszuk a sza-
kaszokat n csoportba a kovetkezSk szerint: az elsé csoportba az 12-vel, valamint 13-mal
parhuzamos szakaszok keriilnek; a masodikba a 23-mal és 24-gyel parhuzamosak stb., végiil
az n-edik csoportba az n,n + 1-gyel, valamint n, n + 2-vel parhuzamosak. Igy minden sza-
kasz pontosan egy csoportba tartozik, és minden csoportban pontosan n+(n—1) = 2n—1

3



szakasz van (lasd az abrat). Az egy csoportba tartozd szakaszok egy térdttvonal mentén
helyezkednek el.

Ezek utan a méhek repiiljenek a kovetkezGképpen. Menjiink végig az elsé torottvonal
csicsain. Mind a 2n csiics pontosan egyszer fog elfordulni. A sorozat a 2-es cstccsal
kezdddik, aztan igy folytatodik: 1, 3, 2n, 4, 2n — 1, 5, ..., végiil n + 3, n + 1, n + 2-vel
fejezddik be.

n+2 n+1

Els6ként a 2-es méh repiil a fara. Ott megvarja az l-est, majd elrepiil. Az 1-es megvarja
a 3-ast, aztan elrepiil. A 3-as megvarja a 2n-est, aztan elrepiil stb. A végén az n + 1l-es
megvarja az n + 2-est, és elrepiil, majd az n + 2-es is elrepiil.

Ezt mindegyik csoportra megcsinaljak. Ekkor minden méh mindegyik masikkal talal-
kozott a fan, és mivel n csoport van, minden méh pontosan n-szer latogatta meg a fat.

A masodik bizonyitas n szerinti teljes indukcioval térténik. n = 1-re az allitas nyil-
vanvalo.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és az 1,2,...,2n sorszamu méhek roptét megszerveztiik
ugy, hogy mindegyikiik mindegyikkel taldlkozott, és mindegyikiik legfeljebb n-szer jart a
fanal. Ezt most tgy folytatjuk a 2n+1 és 2n+ 2 sorszami méhvel, hogy ezek egymassal és
a tobbiekkel is taldlkozzanak, a régiek mar csak egyszer repiiljenek a fahoz, az tjak pedig
n + l-szer. Ezt meg tudjuk valdsitani, ha az alabbi sorrendben egy-egy méh odarepiil,
megvarja a kovetkez6t, majd elrepiil, és a legvégén az utolso elrepiil: 2n + 1, 1, 2n 4 2, 2,
n+1,3,2n+2,....2n+1,2n—1,2n+ 2, 2n, 2n+ 1, 2n + 2.

2. Most ratériink annak igazolasara, hogy 2n-nél tobb méh nem lehet.

Legyen a méhek szama k. Jegyezziik fel az 6sszes méh Gsszes (fahoz) érkezési idGpont-
jat, legyen ezek szama T'. Mivel minden méh legfeljebb n-szer jart a fanal, ezért T < kn.
(Ha két méh valamikor egyszerre érkezett, azt is szamoljuk két érkezési idGpontnak.)

Masrészt, barmely két méh talalkozasahoz hozzarendelhetd a talalkozasuk kezdete,
ami a kés6bb érkezének az érkezési idépontja (illetve barmelyiké, ha egyszerre érkeztek).
Mivel egyidejiileg csak két méhecske lehet a fanal, ezért ezek a taladlkozaskezdetek mind
kiilonbozdk, azaz legalabb k(k — 1)/2 talalkozéaskezdet van. Az érkezési id6pontok szama
ennél legalabb 1-gyel tobb, hiszen az els6ként érkezd méhecske érkezési idGpontja nem
talalkozaskezdet (illetve ha az elején ketten egyszerre érkeztek, akkor a két érkezési idGpont
csak egyetlen talalkozaskezdetet eredményez). Ennek megfelelen T' > k(k —1)/2.

A T-re adott becsléseket osszevetve kapjuk, hogy k(k —1)/2 < kn, azaz k — 1 < 2n,
tehat k < 2n.



