Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2008/2009
Matematika I. kategoria

A 3. (donto) fordulo feladatai
1. Egy haromszog oldalai a kovetkezok:
AB=+x* —1-(x" +x"" +x"7),
BC=x""+x" +x""
€s

n-2
s

CA=x"+x""+x
ahol x > 1 valos szam és ne N*, n>2.
a) Bizonyitsa be, hogy a haromszog derékszog!

b) Hatarozza meg az x valos szam értékét ugy, hogy a haromszog legkisebb
szogének nagysaga 30° legyen!

2. Legyen tetszdleges x valds szam esetén

4
442"

J(x) =

a) Hatarozza meg az
fx)+ ()
Osszeget, ha x és y olyan valds szadmok, amelyek 6sszege 1!

b) Hatdrozza meg az

1 2 3 2009
f(m)*f (MJ+J”(MJ*---+J”(MJ

Osszeg pontos értékét!

3. Adja meg az Gsszes olyan hdromszoget, amelynek oldalai kdzvetlen egymas utan
kovetkezd paros egész szamok, valamint az egyik belsé szoge kétszer akkora, mint
ennek a haromszdgnek egy masik belsd szoge!

Minden feladat hibatlan megoldasaért 10 pont adhato.
Az elérheté maximalis pontszam 30 pont.



Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2008/2009
Matematika 1. kategoria
A 3. (donto) fordulo feladatainak megoldasa

1. Egy hadromszog oldalai a kovetkezok:
AB =+/x" -1 -(x” +x"! +x”_2),
BC=x""+x"+x""
€s
CA=x"+x""+x"7,
ahol x > 1 valos szam és ne N*, n>2.
a) Bizonyitsa be, hogy a haromszog derékszogii!

b) Hatarozza meg az x valos szam értékét uigy, hogy a haromszog legkisebb
sz0gének nagysaga 30° legyen!

10 pont

Megoldas:
a)
Mivel x > 1, ezért x*-1>0, azaz I —1 értelmezett, tovabba ez pozitiv a
négyzetgyok definicioja miatt.
Masrészt, mivel x > 1 valds szam, ezért x tetszéleges egész kitevdjii hatvanya,
valamint az ilyen hatvanyok dsszege is pozitiv, tehat az 4B, BC és CA
szakaszokra vonatkozd

AB =+x* -1 -(x” +x" xn_z), BC=x""+x"+x""8és CA=x"+x""+x""
kifejezések mindegyike pozitiv valds szamot jelent. (1 pont)

A feltételekbdl adodik, hogy

(D AB=+x>—1-CA.

A BC ¢s CA szakaszok hosszara megadott kifejezéseket atalakitjuk:

(2) BC =x"" -(x2 +x+1),
€s
3) CA=x"" -(x2 +x+1).
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(2) és (3) Osszevetésébol
4) BC=x-CA.
Az x > 1 feltétel és (4) miatt

BC > CA.
Az ABC haromszogben kiszamitjuk A4B* + CA -et.
Ez (1)-et figyelembe véve:

AB* +CA> = (x* —1)-CA*> + CA%,

AB* +CA® =x*-CA?,
ez pedig (4) szerint azt jelenti, hogy:
(5) AB* +CA* = BC?.
A Pitagorasz-tétel megforditasa miatt tehat az 4BC haromszogben

BACZ =90°,
azaz a hdromszog valoban derékszogili, amelynek atfogoja
BC =x"" -(x2 +x+1).

b)
Tudjuk, hogy ha egy derékszogli haromszog egyik hegyesszoge 30°, akkor
a masik hegyesszog 60°, €s azokban a deré¢kszogli haromszogekben,
amelyekben a hegyesszdgek nagysaga 30° és 60°, az atfogd hossziisdga éppen
kétszer akkora, mint a révidebbik befog6 hosszusaga.
Mivel (5) szerint a BC szakasz az ABC haromszog leghosszabb oldala, ezért a

30°-0s szoggel szemben levd oldal csak CA vagy 4B lehet.

(1 pont)

(2 pont)

(1*pont)



Ha a C4 -val van szemben a 30°-0s szog (1. dbra),

1. dbra
akkor a BC szakasz hossza a C4 hosszanak kétszerese, ez (4) alapjan azt
jelenti, hogy
(6) x=2. (2 pont)

Ha az 4B oldallal szemben van a 30°-o0s szog (2. abra),
B

2. abra

akkor a BC szakasz hossza az 4B szakasz hosszanak kétszerese, ezért

BC=2-4B.



(1) és (4) figyelembevételevel

x-CA=23x*-1-C4 ,

amibdl a pozitiv C4 -val vald osztds és négyzetre emelés utan

(7) x> =4(x> -1)
kovetkezik.

A (7) egyenletnek egyetlen pozitiv valds szam megolddsa van, mégpedig

4 2 2.3
8 p— _—m — D —— .
®) ¥ \E 303
Ez megfelel a feladat feltételeinek, mert 1-nél nagyobb pozitiv valds szam. (2 pont)

A feladatnak tehat két 1-nél nagyobb pozitiv valdés szam megoldasa van,

mégpedig az x=2 és az x=¥. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:
Ha a versenyz6 a Pitagorasz-tételre hivatkozik, a tétel megforditasa helyett, akkor az (1%*)
pontot nem kaphatja meg



2. Legyen tetszdleges x valds szam esetén

4
442

fx)=

a) Hatarozza meg az
Sx)+ f(y)

Osszeget, ha x és y olyan valos szamok, amelyek 6sszege 1!

b) Hatarozza meg az

1 2 3 2009
f(m)*f(m]”(m]“f(m)

0sszeg pontos értékét!

10 pont
Megoldas:
a)
Az f(x)-re adott f(x)= - i 5 feltétel felhasznalasaval:
+
4 4*
1 = :
(1) S+ fW)= st
24" 1247 +4)
SO+ I = +2(4" +47 )+ 4"

Figyelembe véve az x+y =1 feltételt

2.4 +2(4% +4°
2) f)+ f( =22 2 v E) (2 pont)

4 424" +4 )44’

A (2)-beli tort értéke pedig 1, mert szamlaloja €s nevezdje két egyenld pozitiv
valos szam, ezért ha x+ y =1, akkor

S+ f(y)=1. (1 pont)



b)

A feladat mésodik részének megoldasa soran észrevehetjiik, hogy egyrészt az

0sszeg paratlan szamu tagbol all, ezért van kozépso tagja, ez pedig az f( 2(())?(5) j

és mivel 2010 =2-1005, ezért

3) f(%jf@ (1 pont)

Masrészt
1 2009 _1, 2 2008 1 1004 1006

2010 2010 2010 2010 2010 2010

1 2 3 2009
f(2010j+f(2010j+f(MJ+"'+f(MJ

0sszegben szereplo fliggvény valtozoi (% kivételével) pontosan

b

igy a meghatarozando

1004 darab olyan parba rendezhetdk, amely parok mindegyikének Osszege 1. (3 pont)

A feladat a) részének eredménye szerint ekkor ezen parok fliggvényértékeinek
Osszege is 1.

Ebbdl kovetkezik, hogy:

1 2 3 2009 1005
f[m)+f(MJ+f(mj+...+f(mJ=1004+f(m] (1 pont)

1005 1
/ (m) =/ (EJ

Mivel (3) miatt

€s
1
2
f@z : =ﬁ€2=%, (1 pont)
42 42
ezért a keresett 0sszeg:
1 2 3 2009 1 2009
+ +fl —— |+t f] = |=1004+— =", 1 pont
f(2010j f(2010j f[zoloj f(zoloj 2 2

Osszesen 10 pont



3. Adja meg az 0sszes olyan haromszoget, amelynek oldalai kozvetlen egymas utan
kovetkezd paros egész szamok, valamint az egyik belsé szoge kétszer akkora, mint
ennek a haromszognek egy masik belsd szoge!

10 pont

1. Megoldas:

Ha létezik a megadott feltételeknek megfeleld haromszog, akkor annak az
oldalhosszai egyrészt egy olyan szdmtani sorozat kozvetlen egymads utani
tagjai, amelynek differencidja 2, masrészt az oldalak hosszai paros, pozitiv
egeész szamok.

Jeloljiik ennek megfelelden az oldalak hosszait az a -2, a, és a+2
kifejezésekkel, ahol a feltételek miatt « >4 paros pozitiv egész szam.
Nyilvanvalo, hogy a-2 < a < a+2.

Legyen tovabba ¢ a haromszog egyik szoge, ekkor a haromszog valamelyik

masik szogének a nagysaga 2¢. (1 pont)



Mivel minden haromszégben a nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van,
ezért ¢ nem lehet az a +2 hosszisagu oldallal szemben, tovabba 2¢ nem lehet
az a -2 hosszusagu oldallal szemben.

Igy a lehetséges elhelyezkedések a kovetkezok:

A

i

‘L
B D at2 c

i
B D a+2 (o]



a) Tekintsilik az elsd lehetdséget! (3.4bra)

3. dbra

Az dbra ABC haromszogére felirhatjuk a bels6 szdgfelezo tételét, amely
szerint:

(1)

CD _a+2
a-CD a-2’

Az (1) Osszefliggésbdl a miiveletek elvégzése és rendezés utan

_a+2
2

CD

kovetkezik. (1 pont)
Masrészt viszont az dbra ACD haromszdége az ACD/ = CAD/ = ¢ miatt
egyenld szaru, vagyis

a+?2

b

CD=AD =

¢s ekkor a CD; AD és AC szakaszokra nem teljesiil a

haromszodg-egyenldtlenség, mert
CD+ AD = AC.

Igy ez az eset nem 4llhat fenn. (1 pont)

-10 -



b) A kovetkezo lehetdséget a 4. dbra szemlélteti.

Ismét felirhatjuk a szogfelezotételt:

BD _a
(a+2)-BD a-2

Ezt atalakitva:

a-(a+2)

) BD =T

A 4. abra 4ABC ¢és DBA haromszoge két-két szog egyenldsége miatt hasonld,

ezért ezekben a haromszogekben a megfeleld oldalak ardnya megegyezik:

a__BD
a+?2 a’
amibdl
a2
3) BD =
a+?2

(2)-bdl és (3)-bol a miiveletek elvégzése €s egyszerlisités utan az
(4) a’-6a-4=0
masodfoku egyenletet kapjuk.

Ennek a gyokei az
a, =3+/13 és a, =3-4/13

irraciondlis szdmok (tovabba a, negativ), tehat ezek nem felelnek meg a

feltételeknek.

-11 -

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



¢) A keresett haromszogre vonatkoz6 harmadik lehetdséget az 5.4bra mutatja.

w
(ol

a+2 Cc

5. dbra

Ezuttal is az AD szogfelezd altal 1étrehozott BD szakaszra irjuk fel a szogfelezo
tételét:

BD _a-2
(a+2)-BD a

Ebbdl a BD szakasz hosszara

(5) p=!

adodik.
Az 5. abra ABC és DBA haromszoge két-két szog egyenldsége miatt hasonlo,

tehat megfeleld oldalaik aranya egyenld, vagyis:

a-2 _ BD
a+2 a-2°
amibol
2
(6) pp=a=2"
a+?2

(5)-bél és (6)-bol

(@-2)-(a+2)_(a-2)
2-(a-1) a+2

-12-

(1 pont)

(1 pont)



Az a >4 feltétel miatt a -2 pozitiv, ezért fenti egyenlet mindkét oldalat

oszthatjuk vele, ahonnan rendezés utan az

a’*—=10a=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei
a, =0 €s a, =10.
Nyilvan q, =0 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Az a, =10 viszont megfelel a feltételeknek. (1 pont)

Szamolassal ellendrizhetjiik, (példaul a koszinusztétel alkalmazéasaval), hogy
az AB=8, AC =10 és BC =12 oldali haromszég BC oldaldval szemben levd

sz0g nagysaga éppen kétszer akkora, mint az 4B oldallal szemben levd.

Eredményiink szerint (az egymassal egybevagd haromszogeket nem tekintve
kiilonbozodnek) egyetlen, a feladat minden feltételét kielégitd haromszog van,

mégpedig az 4BC haromszog, melynek oldalhosszusagai a kovetkezok:

AB=8, AC=10 és BC=12. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

-13 -



2. Megoldas:

Az 1. megoldésban targyalt feltételek vizsgalata:

Az 1. megoldas harom lehetséges esetét elemezziik.

a)

A 3. dbra jeloléseit hasznaljuk.

Az ABC haromszog teriiletének kétféleképpen torténd felirdsabol

a-(a+2)-singp _ (a—2)-(a+2)-sin2(p

5 5 , lletve a sin2¢p =2-sing-cosg

trigonometrikus azonossag alkalmazasa utan

a-(a+2)-sing _ (a—2)-(a+2)-2-singp-cose
2 2

kovetkezik.

Mivel ¢ a hdromszog egyik szoge, ezért sing pozitiv szdm, az a +2 pedig a
feltételek miatt pozitiv, igy mindkét tényezdvel oszthatunk.

A miiveletek elvégzése és rendezés utan (felhasznalva, hogy a feltételek miatt

a -2 ugyancsak pozitiv szdm) azt kapjuk, hogy

(1) cos¢=ﬁ.

Ugyanakkor az 4BC haromsz0g 4B =a -2 oldalara felirt koszinusztételbol a

miveletek elvégzése és egyszerlisités utan

a+8
2-(a+2)

(2) cosp =
adodik.

(1) és (2) egyenldségébdl egyszerii szamolassal kapjuk, hogy a =4.

Ez nem megoldasa a feladatnak, mert ekkor az 4B=2, BC=4 és CA=6

hosszusagu szakaszokra nem teljesiil a hAromszog-egyenl6tlenség.

-14 -

(1 pont)

(2 pont)



b)

A 4. dbra jeloléseivel ismét kétféleképpen irjuk fel a haromszog teriiletét:

(a—2)~(a+2)-singp 3 a-(a—2)-sin2(o
2 2 '

Innen a trigonometrikus azonossag alkalmazasa €s egyszertisités, illetve rendezés

utan

3) cosp=2%2,
2a

az AB = a oldalra felirt koszinusztételbdl pedig

a’+8
) S0 lar2)(a=2)

kovetkezik.
(3) és (4) megfeleld oldalainak egyenldségébdl a miiveletek elvégzésével

az a’ —6a -4 =0 masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei
a, =3+/13 és a, =3-4/13.
Ezek irracionalis szamok, valamint a, = 3—+/13 negativ, vagyis ezek nem

lehetnek a feladat megoldasai.

-15-

(3 pont)



c)
Az 5. 4bra jeloléseivel kétféle modon felirt teriilet egyenldségébdl elobb

a-(a+2)-sing B a-(a—2)-sin2¢p
2 - 2

b

majd a trigonometrikus azonossag alkalmazasa és egyszertisités utan

a+?2
2-(a-2)

5) cosQ =
adodik.
Az 4B =a-2 oldalra felirt koszinusztétel szerint pedig

(a muveletek elvégzése €s egyszeriisités utan)

6 __a+8
) . 2-(a+2)

Mivel 5) és 6) jobb oldalai a fentiek szerint egyenldk, ezért az

2 CE; f 2) 2 CE; _2 2) egyenletet megoldva az a =10 érteket kapjuk.

Az a =10 megfelel a feladat minden feltételének, tovabba nyilvanvalo, hogy
az AB=8, AC =10 €és BC =12 hosszusagu szakaszokra teljesiil a
haromszog-egyenldtlenség, €s szamolassal ellendrizhetd, hogy a fenti
oldalhosszusagokkal rendelkez6 ABC haromszog BC oldalaval szemben

levd sz0g nagysaga éppen kétszer akkora, mint az 4B oldallal szemben levd.

(3 pont)
Ezek szerint az egybevagosag erejéig egyetlen olyan haromszog 1étezik,
amely a feladat minden feltételének eleget tesz, ez pedig az
AB =8, AC =10 és BC =12 oldali 4ABC haromszog. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

-16 -



Megjegyzések

Az 1. illetve 2. megoldas eseteinek elemzése az alabbi mddon is torténhet:

a 3.-4.-5. abrak mindegyikében felirhato a koszinusztétel az 4B €s BC oldalakra, ezekbdl

AC? + BC? — AB? . AB?> + AC* - BC?
cosp = , valamint cos2¢ =
2-AC-BC 2. AB- AC

kovetkezik.

Ezutan pedig alkalmazhatd a cos2¢=2-cos’ ¢—1 trigonometrikus azonossag. Ebbdl az

egyes esetekben kiilonboz6 egyenleteket kaphatunk.
a) a’—4a’ -16a+64=0.

A fenti egyenlet bal oldala konnyen szorzattd alakithatd, eszerint (a—4)-(a2 —16):0,
ebbdl pedig azt kapjuk, hogy az 4, =-4 és a,=4 gyoke az egyenletnek, az utobbi
kétszeres gyok. Ugyanakkor a feladatnak egyik kapott ért€k sem megoldasa, mert o, = —4
negativ szam, az a, =4 mellett pedig az 4B;BC ¢és CA szakaszokra nem teljesiil a

haromszodg-egyenldtlenség.
b) a*-3a’ —26a* +12a+16=0.

Ennek az egyenletnek konnyen lathatd, hogy az a,=-4 és a, =1 megolddsa, ebbdl
példaul polinomosztassal kaphatjuk az «* —6a-4=0 masodfoki egyenletet, amelynek
gyokei az a, =3++/13 és a, =3—-+/13 irracionélis szamok. A feltételek miatt egyik kapott
gyok sem megoldasa a feladatnak.

C) a’-7a* -34a+40=0

Az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato, igy (a —1)-(a2 —6a —40): 0, innen pedig
kiszamithatok az egyenlet gyokei: a, =1, a, =—4 és a, =10. Ezek kozil csak az a, =10
gyoOk szolgaltatja a feladat megoldasat jelentd 4B=8, AC =10 és BC =12 értékeket, mert

a masik két gyok nem felel meg a feltételeknek.

Az a versenyz0, aki a bevezetd részben szerepld feltételek (az elsé 1 pont) elemzésével
egyiitt az egyes esetek vizsgalatat a megjegyzésekben foglaltaknak megfeleléen

(helyesen) hajtja végre, természetesen teljes pontszamot kap.
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