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MATEMATIKA, III. kategoéria

a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére
A donts feladatainak megoldasai

1. feladat.

Az A1 A5 ... Ag konvex hatszog mindegyik bels6 szége tompaszog. Az A; kézépponti
k; korok (1 <i < 6) agy helyezkednek el, hogy k; kiviilrél érinti ko-t és kg-ot, ko kiviilrsl
érinti ki-et és ks-at, altalaban k; kiviilr6l érinti k;_1-et és k;1q1-et. A ki-en talalhato
két érintési pontot Osszekotd egyenesnek és a ks-on taldlhato érintési pontokat Osszekots
egyenesnek a metszéspontjat osszekotjiik As-vel, ez lesz az e egyenes. Hasonloan, a ks-
on, illetve k5-0n levé érintési pontokat Osszekots egyenesek metszéspontjat Osszekotjiik
Ay-gyel, ez lesz az f egyenes. Végiil, a k5-0n, illetve ki-en talalhaté érintési pontokat
0sszekotd egyenesek metszéspontjat Osszekotjilk Ag-tal, ez lesz a g egyenes. Mutassuk
meg, hogy e, f és g egy ponton mennek at.

Elsé megoldas: Jeloljiik [;-vel azt az egyenest, amely a k; koron levs két érintési pontot

koti Ossze (i = 1,...,6). Az A;...Ag hatszog konvexitasa miatt [; elvalasztja A;-t a
tobbi csucstol. Ha a; jeloli a hatszog belsé szogét az A; csucsnal, akkor az [; egyenes
g; = (m — ay)/2 szogben metszi a hatszog két oldalat. Erre a szogre «; > 7/2 miatt

g; < /4 teljesiil.

Tekintsiik az (1 és az [3 egyenest. Ezek [o-vel az €1 + €4, illetve €5 + £3 hegyesszogeket
zarjak be, amelyek lo-nek az Ao-t tartalmazo félsikjaban egymaéssal szemben allnak. Emiatt
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[y és Iy metszik egymast ennek a félsiknak egy E pontjaban, és az As pont az Iy, o, I3
altal kozrefogott haromszognek belsé pontja. Hasonlé megallapitasok érvényesek az I3 és
l5 metszéspontjaként keletkez& F' pontra és Ay-re, valamint az [5 és [; metszéspontjaként
ad6do G pontra és Ag-ra. Az EFG haromszognek tehat A, Ay és Ag belsé pontjai.

Azt kell belatnunk, hogy az e = EAs, f = FAy és g = GAg egyenesek az FFG harom-
szogben Ceva-féle egyenesek, azaz egy pontban metszik egymést. Jelolje P, ) és R rendre
az e-nek, f-nek, illetve g-nek az F'F'G haromszog szemkozti oldalaival vett metszéspontjat.

FP GQ ER
PG QE RF
kovetkezik majd allitdsunk.

El6szor az egyes oldalakon keletkezd szakaszok aranyéat a haromszog oldalaival és a
keletkez6 szogek szinuszaival fejezziik ki.

Megmutatjuk, hogy

=1, és ebbdl a Ceva-tétel megforditasara hivatkozva



Segédtétel. Ha az ABC hdromszog AB oldaldt egy C-bdl indulo félegyenes a K

AK  AC sinm
= : = ACK = KCB«.
KB~ BC sinqy’ ahol v CK<, v CB<«

C
Y1 \Y2

pontban metszi, akkor

A K B

AK
Bizonyitds. Az %B arany megegyezik az AKC és K BC' haromszogek teriiletének aranyé-

val, mert ezeknek a haromszogeknek kozos a C-bdl induld magassiga. A két haromszog
teriiletét kifejezhetjiik két oldalaval és a kozbezart szog szinuszéaval is. Ekkor

AK  2-Tagc AC-KC-sinyp  AC -siny
KB 2-Txkpc KC-BC - -siny, BC -sinvy,
A segédtétel bizonyitasa utan nevezziik el az abra szerint a ko korén levs két érintési
pontot U-nak és V-nek, a k4 koron az érintési pontokat W, X-nek, a kg koron az érintési

pontokat Y, Z-nek. EgyenlS szaru haromszogek és csiicsszogek alapjan tobb egyenls szog
is van az abréan:

FUAy<«x = AWUZ<a=A1ZU<x = GZAgt = ¢1,
FWA< =AWV =A3VIWa = EV Ay = e3,
GYAg<t = AsY X< = As XY <= FXAs;<< =¢5.
Most alkalmazzuk a szinusztételt az FU A, és EV Ay haromszogekre:
sin(UFAx<t)  UAy VA  sin(VEA;<)
sin g1 EFA, FEA, sineg

innen

sin(VEAs<t)  sines
sin(UEAy<)  sine;

Ugyanilyen tuton kapjuk, hogy
sin(XFA4<)  sines " sin(ZGAg<t)  sineg
= e — .
sin(WFAy<) sineg sin(YGAg<t)  sines

A segédtétel és az eddigi egyenléségek alapjan az EF'G haromszog egyes oldalain keletkezd
szakaszok aranya:

FP EF -sin(VEAy;<) EF sines

PG~ EG-sin(UEA;<) EG sine;’

GQ FG-sin(XFA4<)  FG sines
(
(
(

QE  EF -sin(WFAy<) EF sineg’
ER  EG-sin(ZGAsg<) EG sing
RF  FG-sin(YGAg<) FG sines

3



FP GQ ER

Ebbdl valoban e OF "RE = 1 adodik, amit bizonyitani akartunk.

Masodik megoldas: Hasznéljuk az els6 megoldasban bevezetett Iy, I3, I5, E, F, G
jeloléseket. Fekiidjon a hat kor a tér valamely S sikjaban. Allitsunk a kérokre egyenld
nyilasszogi egyenes korkupokat, amelyek B, ..., Bg csicsai koziil By, Bs és Bs az S sik
egyik félterében, Bs, By és Bg a masikban helyezkedjen el. Jelolje S; a BgByBs sikot, S3
a By B3 By, sikot és S5 a B4 BsBg sikot. Ekkor az lq, I3, l5 egyenesek rendre az S, S3 és Ss
metszésvonalai az S sikkal. Igy az F pont illeszkedik S; és S35 metszésvonalara, emiatt ez
a metszésvonal az By egyenes. Hasonloan, S5 és S5 metszésvonala az F' B, egyenes, S5 és
S1 metszésvonala a G Bg egyenes. Ezeknek a metszésvonalaknak az S sikra esé merdleges
vetiiletei rendre az e, f és g egyenesek.

Harom sik péaronként vett metszésvonalai vagy egy ponton haladnak at (amikor a
sikoknak van kozos pontja), vagy pedig parhuzamosak (amikor nincs). Ha tehéat Si-nek,
Ss-nak és Ss-nek van kozos pontja, akkor e, f és g is egy ponton halad &t. A masik eset
csak oly moédon allhatna eld, hogy e, f és g parhuzamosak. Az els6 megoldas els6 két
bekezdéséhez hasonldan belathato, hogy a feladat feltételeibél kdvetkezGen ez lehetetlen.

2. feladat.

Két jatékos el6tt egy-egy kavicskupac talalhatd, kezdetben mindkettében £ kavics
van. El6szor az els6 jatékos ezekhez hozzatesz Osszesen 2008 wjabb kavicsot, az 1j kavi-
csokat tetszGlegesen oszthatja el a két kupac kozott (akar az Gsszeset is az egyik kupacba
teheti). Ezutan a masodik jatékos tesz hozzé a kupacokhoz 6sszesen 2008 tjabb kavicsot,
és ugyanigy folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacaban (a sajat vagy ellenfele 1épése
utan) a kavicsok szama négyzetszam, mig ellenfele kupacara ez nem igaz (ha mindkét
kupac ilyen, akkor a jatékot folytatjak). Van-e végtelen sok k-ra a méasodik jatékosnak
nyerd stratégiaja?

Megoldas: A valasz igenld, pl. minden elég nagy n esetén k = n? — 2009-re a masodik
jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Jelolje az els6 jatékost E, a masodikat M, és legyen n olyan nagy, hogy n? — 2010 és
n? 44014 kozott az n2-en kiviil ne legyen négyzetszam (pl. n > 2007 megfelel, hiszen ekkor
(n+1)2 —n? =2n+1 > 4014, és n? — (n — 1)? > 4012).

Tegyiik fel, hogy E az elsé lépésben t kavicsot tesz a sajat kupacaba és 2008 —t kavicsot
az M-ébe. Ekkor E kupacdban n? — 2009 + t < n?, M kupacaban n? — 1 — ¢t < n? kavics
lesz, tehat a jaték biztosan nem ért véget.

Vizsgéljuk elszor a t < 2008 esetet (azaz amikor E az els6 lépésben nem teszi mind
a 2008 kavicsot a sajat kupacaba). Ekkor M kupacéban legalabb n? — 2008 kavics lesz,
ezt tehat fel tudja most tolteni n?-re, mikézben E kupacédban sszesen csak n? — 2 kavics
lesz (hiszen a kavicsok szdma dsszesen 2 - 2008-cal szaporodott a kezdeti 2(n? — 2009)-hez
képest). Igy ebben az esetben M maéris nyert.

Hatra van a t = 2008 eset, ekkor tehat E els§ lépése utan E kupacaban n? — 1, M
kupacaban pedig n? — 2009 kavics van. Tegyen most M egyetlen kavicsot a sajat kupacéba
és 2007-et ellenfeléébe. Ekkor E kupacaban n? 4+ 2006, M kupacaban n? — 2008 kavics
lesz. Ezek egyike sem négyzetszam, tehat a jaték folytatodik. Ha most E mind a 2008

4



kavicsot M kupacaba teszi, akkor M nyert. A t6bbi esetben M kupacdban Osszesen n?-

nél kevesebb, de legalabb n? — 2008 kavics lesz, mikézben E kupacaban a kavicsok szama
legfeljebb n? 4 4014. A jaték tehat nem ért véget, és most M n2-re tudja feltolteni a sajat
kupacat, mikézben E kupacaban n? + 4014 kavics lesz, tehat M nyert.

3. feladat.

Mutassuk meg, hogy minden 1 < r < s < 2008/2007 szamokhoz vannak olyan (nem
feltétleniil relativ prim) p és q pozitiv egészek, hogy r < p/q < s, és sem a p, sem a q tizes
szamrendszerbeli felirdsaban nem szerepel a 0 szidmjegy.

Megoldas: A megoldas lényege a kévetkezd. Vesziink (r 4 s)/2-héz nagyon kozel egy u/v
racionalis szamot, ahol u és v is 10-val kezd6dik. Ezt azonosan atalakitjuk el&szor gy,
hogy sok 0-t irunk mind a szamlald, mind a nevezs végére, majd balrél jobbra haladva
egyesével korrigaljuk a szamlalo és a nevezs 0 jegyeit, mégpedig gy, hogy az éppen vizs-
galt tort adott szamjegyétdl kezd6dGen hozzaadunk (vagy levonunk) a szamlalo esetében
u-t, a nevezd esetében v-t. Ily modon az u/v racionalis szam egy olyan alakjahoz jutunk,
amelynek szamlalojaban és nevezdjében az utols6 ,,néhany” jegytdl eltekintve nem fordul
el6 0 szamjegy. Végiil, ezeken az utolso helyeken tetszdélegesen megvéltoztatjuk a 0 jegyeket
valami mésra. Mivel az igy keletkezett tort nagyon kozel van u/v-hez, és igy (r+ s)/2-hoz
is, ezért megfelel a feltételeknek.
Nézziik a részleteket. Irjuk ol az (r + s)/2 szamot végtelen tizedes tort alakban:

1,0tats ... .

Legyen v = 10", és u az a szam, melynek tizes szdmrendszerbeli alakja 10tsts...1,, az n
értékét majd késébb valasztjuk meg. Persze u/v kozel van (r + s)/2-héz, pontosabban

1

U r+ s < 1
- 10"

v 2

A megoldas kévetkezs lépéseiben az u/v tortet bévitjiikk. ElGszor egészitsiik ki az u
és v szamokat 0 szamjegyekkel a végiikon tgy, hogy mindketten k£ szamjegybdl alljanak
(tehat a tortet 10 egy hatvanyaval bévitettiik), a k értékét is késgbb valasztjuk meg. Ezt
a kiindulo tortet jelolje uq /v;.

A koévetkezokben a vizsgalt tort szamlalojahoz mindig 10°u-t, nevezdjéhez 10%v-t
adunk alkalmas ¢ egészre, vagy pedig a szamlalobol 10%u-t, a nevezébdl 10¢v-t kivonunk.
Ilyen lépések soran a tort értéke nem valtozik, tovabbra is u/v marad. Szemléletesen: az
éppen vizsgalt tort j-edik (j < k—n) szamjegyétdl kezd6dGen hozzdadunk (vagy levonunk)
a szamlalo esetében (egyszer vagy tobbszor) u-t, a nevezs esetében v-t. Ezt a lépést roviden
ugy hivjuk majd, hogy a szamlélo és a nevezd j-edik jegyét ,noveljik”, vagy ,csokkentjiik”.
Vizsgaljuk meg, hogyan valtoznak egy-egy ilyen 1épésnél a szamlalo és a nevezd szamjegyei.
Tudjuk, hogy wu is és v is 10-val kezd6d6 n + 1 jegyt szamok.

Ha a j-edik szamjegyet noveljiik, akkor ez a szamjegy 1-gyel vagy 2-vel néni fog mo-
dulo 10. Ha kozben tizes atlépés is keletkezik, akkor persze a j-edikt6l balra 1év6 szam-
jegyek is modosulnak, ez akkor kivetkezhet be, ha a j-edik szamjegy 8 vagy 9. Erdemes
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megjegyezni, hogy m < 4 egymas utani novelS 1épés soran a j-edik szamjegy csak m-mel
vagy m + 1-gyel néhet (mert u és v masodik szamjegye nulla).

Hasonloképpen, ha a j-edik szdmjegyben m < 4-szer csokkentiink, akkor ennek értéke
m-mel vagy m + 1-gyel csokken modulo 10, mikézben tizes atlépés is keletkezhet, amikor
a j-ediktol balra 1év6 szamjegyek is modosulhatnak.

Jelolje egy adott pillanatban a tortiink szamlaldjat ajas ... ax, nevezdjét bibs .. . by.

Azt mondjuk, hogy ez a tort a j — 1-edik szamjegyig bezarolag mar ,,jo”, ha ai,...,a;-1 és
bi,...,bj_1 egyike sem 0, tovabba a;_; és b;_; egyike sem 9. A kiinduld u; /v; tort az elsé

szamjegyig bezarolag jo, hiszen az elsé szamjegyek 1-esek. Ha a tortiink mér a j — 1-edik
szamjegyig bezarolag jo (ahol j < k —n), akkor hajtsuk végre a kovetkezs lépéseket.

Ha a; és b; egyike sem 0, sem 9, akkor nem csindlunk semmit. Ha |a; — b;| < 6,
akkor a j-edik szamjegyet tudjuk novelni vagy csokkenteni tizes atlépés nélkiil is ugy, hogy
ne keletkezzen se nulla, se kilences. Valéban, ha valamelyik nulla volt, akkor a maésik
legfeljebb 6, és igy 1-gyel novelhetiink. Ha valamelyik 9 volt, akkor a masik legalabb 3, igy
1-gyel csokkenthetiink.

Ha |a; — b;| > 7, akkor néveliink gy, hogy a nagyobbik szamjegy a tizes atlépés utan
1 vagy 2 legyen. Ehhez a legrosszabb esetben 4-gyel kell novelniink (ha az a szamjegy 7-es
volt). Mivel a kisebbik szamjegy legfeljebb 2 lehet, maximum 7-ig néhet. Koézben a tizes
atlépés miatt aj_1 és b;_1 egyikéhez 1-et kell adni, de mivel itt nem volt 9-es a feltevésiink
szerint, ezért nem keletkezik nulla, és tovabbi tizes atlépés sincs, azaz j — 1-ediknél korébbi
szamjegy nem valtozik. (Az lehet, hogy a j — 1-edik pozicioban keletkezik egy 9-es, de ez
nem baj). Ezért a kapott tort a j-edik szamjegyig bezarolag jo.

Ezt az eljarast folytathatjuk addig, amig a tortiink jo nem lesz az elsé k—n szamjegyig
bezarolag. Jeldlje a, illetve b a szamlaloban, illetve a nevezében az els§ k — n szamjegybdl
allo szamot. Ekkor a szamlalé 10™a + ¢, a nevezd pedig 10™b + d, ahol 0 < ¢,d < 10™.
Persze (10"a+c¢)/(10"b+d) = u/v. Valtoztassuk meg a c és d szamok jegyeit tetsz6legesen
ugy, hogy a kapott ¢’ és d’ szamokban méar ne szerepeljen a 0 szamjegy. Megmutatjuk,
hogy p = 10"a + ¢ és ¢ = 10™b + d’ kielégiti a feladat feltételeit, vagyis n és k alkalmas
valasztasaval a kapott p/q tort r és s kozé esik. Ehhez azt kell igazolni, hogy az utolso
n szamjegy tetszoleges valtoztatasaval az u/v tort értéke csak keveset” modosulhat.

Nyilvan u/v is és p/q is benne van a

10"a 10™a + (10™ — 1)
10"b + (10" — 1)’ 107D

intervallumban, melynek hossza kisebb, mint

10"(a+1)  10"a  (a+1)(b+1)—ab a/(b+1)+1
107b 107(b+1) b(b+1) B b '

Mivel a és b is k — n jegyd szamok, a/(b+ 1) < 10, ezért az intervallum hossza kisebb,
mint 11/10577~1 < 1/10F="73. Ezért k = 2n + 3 vélasztassal




Vagyis
2

10m

q 2

‘p r+s

Ha tehat n-et gy valasztjuk, hogy 1/10"~1 mar kisebb legyen s — r-nél, akkor p/q tényleg
r és s kozé esik.





