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A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1. feladat
Bevezetjik az y = cos x Uj valtozét és megoldjuk az alabbi masodfoku egyenlétlenséget:
2y2 2y+1
(2 pont)
A
2y2 =y+1
masodfoku egyenlet megoldasai yq= 1, Yo = -%.
(1 pont)
igy a masodfoku egyenlétlenség megoldasa: y < % vagy y 21.
(1 pont)
Ebbél, figyelembe véve, hogy y az eredeti valtozd koszinuszat jeldlte, -1 < cos x < -%, vagy cos x =1,
azaz
X € %+2kﬂ, 4—; +2kmr] U {2km} (k=0, £1, £2,...)
(2 pont)
2. feladat

Legyen s ,, Sgaz A, B partokra adott szavazatok szama, q a kvota és tfh. az A part 3k, a B pedig k

darab mandatumot kapott.
Az A és B part azért kapott 3k illetve k mandatumot, mert:

SA B
F = 3k, illetve F =k, ahol [ ] az egészrészt jeldli

] (2 pont)’
Igy s, 2 3kq és sg < (k+1)q, amibdl
A _ 3k

sg K+
(2 pont)
A 3
Mivel k-rél csak annyit tudunk, hogy pozitiv egész, csak annyit allithatunk biztosan, hogy S_B >3

(1 pont)
Hasonléan kaphatunk becslést a hanyados f6lsé korlatjara:
S, <(3k+1)q és s =kq, amibdl
A B
SA _ 3k+t
Sg k -
(2 pont)

! Altalaban 2 pontot adunk a feladat szévegének barmilyen helyes, a megoldas iranyaba vezetd
formalizalasaeért.



S
A .
amibdl S 4 tetszbleges k=1 esetén teljesdl,
B
(1 pont)
igy a partokra leadott szavazatok aranya 1.5 és 4 k6z6tt valtozhat.

Belathatd, hogy ezek a korlatok élesek is: tfh. egy adott megyében a leadott szavazatok szama
500000, a kioszthaté mandatumok szama 4, ebbél kdvetkezéen a kvota 100000.
Ha az A part 300001, a B pedig 199999 szavazatot kap, akkor a szabalyok értelmében az egyik 3, a
masik 1 mandatumhoz jut, a szavazatok aranya pedig % = 1.5. Ugyanugy 3 illetve 1
mandatumot kapna a két part akkor is, ha az els6re 399999, a masodikra pedig 100001-en
szavaznak, holott ilyenkor a szavazatok aranya majdnem 4.

(2 pont)

3. feladat
a)
Ha betétink p kamatlabbal a szokasos mddon kamatozik, akkor év végén az eredeti dsszeg

r=1+ L -szorosat kapjuk vissza.
100
Havi kamatozas esetén a befektetés minden hénapban Pp = -% szazalékkal n6, igy az év végén az

eredeti 6sszeg o= (1+ E’%) 12_ szerese lesz a szamlankon. Bizonyitandd, hogy rg>r.

(2 pont)
Az egyenlétlenséget a binomialis tétel segitségével igazoljuk:
12 12 12
P 12_ (12)(_13_)/' _ 4. P (72)(_13_)/' _ (12)(_13_)/'
e =(1*72+00 = = Z iN72*100) = "*700" i N\12*100) =77 i \ 12*100
i=0 i=2 i=2

A bizonyitandd egyenlétlenség innen nyilvanvald, hiszen a szummazasban szerepld kifejezés minden
i-re pozitiv.

(3 pont)
b)
p = 10 szazalék esetén

re = (1+ 121?00) 12 - 1,1047, azaz havi kamatszamitas mellet a teljes éves hozam nem 10, hanem

10,47 szazalék.
(2 pont)

4. feladat
El6sz6r meghatarozzuk a megadott kor és az A,B pontokon atmend egyenes metszéspontjait. Az
egyenes egyenlete:

X 2
y=3+7

w

) (1 pont)
Megoldjuk a fenti egyenes és a megadott kér egyenleteibél allé egyenletrendszert. Igy kapjuk az
egyenes és kor metszéspontjait: M1(3,10) és M2(7, 8).

(3 pont)®

A metszéspontok meghatarozasa soran elkdvetett szamolasi hibakért 1-2 pontot vonunk le. Ha a
versenyzd a tovabbiakban jol szamol a hibas metszéspontokkal, a hatralévd részre kapja meg a
pontokat, feltéve, hogy a feladat nem ,egyszerlisédik” (pl. O teriletl lemetszett sikidomra, vagy a kort
pontosan felezé egyenesre)



A tovabbiakban meghatarozzuk a két metszésponthoz tartozé kdzépponti széget, ebbdl kiszamolhatd
a metszéspontok altal meghatarozott kércikk, illetve az OM1 M2 haromszog terllete, a kettd

klldnbsége lesz az egyik keresett kdrszelet terllete.
(1 pont)®
Ay= M1OM2 sz0g nagysaga a koszinusz-tétel alkalmazasaval szamithatd: a szdg koszinusza igy

0,6, amibdl a szdg radianban 0,9273 (fokban: 53,13).
(1 pont)

igy az M1OM2 kércikk terilete T = %’* K= 11,59 , ahol Tk =78,54 a kor terllete.

(o
Psiny _ 25\1-0,36
5L = SIS 10,

Az egyik keresett korszelet terllete tehat TC - TA = 1,59, a masiké a kdrnek és ennek a korszeletnek a

Az M1OM2 héaromszoég terllete: TA =

kilénbsége, azaz: 76,95.
(2 pont)

5. feladat
Jeldljuk a1-gyel a szamtani sorozat elsé tagjat, an-nel az altalanos tagot, d-vel a differenciat.

El8szor tegylk fol, hogy nzk.

Vegyuk észre, hogy a bal oldalon all6 Sn'Sk kulénbség egy olyan szamtani sorozat 6sszege,
amelynek elsé tagja b1 =a, + kd, a tagjainak szama n-k, differencidja szintén d, igy utols6 tagja

bn-k =a, + (n-1)d .
(3 pont)*
Alkalmazva az dsszegképletet a b sorozatra, a bizonyitandé allitas az alabbi:
a,+ kd + a + (n-1)d
(n+k)(n-k) > =(n-K) S, 4y
Alkalmazva Sn+k -ra az dsszegképletet, azonnal lathato, hogy az allitas valéban teljesdl.
(2 pont)

Az allitas nyilvanvaldan teljesil k>n esetén is, hiszen n és k szerepének felcserélését és mindkét oldal
-1-gyel val6 szorzasat kdvetben a fenti gondolatmenet alkalmazhaté.
(1 pont)

*Eza pont akkor is jar, ha a versenyz6 nem szamolja végig a feladatot, de kideril a dolgozatbdl a
megoldas menete

* Természetesen ezen észrevétel nélkill, az Osszegképletek behelyettesitésével és valamivel tobb
szamolassal szintén adhato teljes érték(i megoldas, amire ugyanugy jar a maximalis pontszam.



6. feladat
A feladat megoldas ismertetéséhez az alabbi abra jeloléseit alkalmazzuk:

O

B

Az abran ABCD a gula alaplapja, O a csucspontja, Fy és F,az AD és BC alaplélek felez6pontjai, T a
gula magassaganak talppontja, P pedig az ABO oldallap A csucshoz tartozé magassaganak
talppontja (ami egybeesik a BCO oldallap C-hez tartoz6 magassaganak talppontjaval). Vilagos
tovabba, hogy a T pont rajta van az alaplap BD (és AC) atléjan.

(1 pont)®

a) Az oldalélek hossza az OTB haromszdgbdél szamithato ki Pitagorasz tétele segitségével. Vilagos,

hogy TB = BC322 = 230322 =162,6. Ezért OB =+ 147° + 162,6° = 219,2 méter (természetesen

valamennyi oldalél ugyanilyen hosszu).

Az oldalélek vizszintessel bezart szdgét is az OTB derékszogl haromszdgbdl hatarozzuk meg: a szog
szinusza a gula magassaganak és oldalélének hanyadosa, azaz 0,6706. Ebb&l a TBO sz6g 42,11 fok
(0,7349 radian)®.

(2 pont)
b) Az oldallapok vizszintessel bezart szo6ge az OTF, derékszdgl haromszdgbdl kaphaté: a szdg
tangense 7(-)—,_-7; = % =1,27826087. Az oldallapok és az alaplap szoge igy 51,96 fok (0,9069 radian).

(2 pont)
Az OFF, haromszogbdl rogtdén megkapjuk a szemkdzti oldallapok altal bezart szoget is: 180 —
2*51,96 = 76,08 fok (1,328 radian).

(1 pont)

® Hasznalhato, az itt emlitett alapvetd dsszefliggéseket szemléltetd abraért jar ez az egy pont.
% Fokban és radianban egyarant elfogadhaté a megoldas.



A szomszédos oldallapok altal bezart széget az APC haromszogbdl szamithatjuk ki a koszinusz-tétel
alkalmazasaval. Ehhez el6bb az OBC oldallap PC magassagat kell meghatarozni. A CBO szbg
koszinusza az alapél felének és az oldalél hosszanak hanyadosa, azaz 0,5246. Ugyanezen sz6g
szinusza 0,8514, ezért a PC szakasz hossza 230*0,8514 = 195,8 méter.

A szomszédos oldallapok altal bezart szog tehat az APC haromszog P-nél Iévé szdge. A szdg
koszinusza a koszinusz-tétel alapjan:

2 195,8°- ( 230/2)?

cosa= 2.195. 8 =0,3798,
amibdl a keresett sz6g 112,3 fok (1,960 radian).
(2 pont)
c) A piramis térfogata V= w=2592100 kébméter, tdmege 5184200 tonna, igy az

épitéséhez 259210 kamionnyi anyagot kellett megmozgatni.
(1 pont)



