NEMETH LASZLO VAROSI MATEMATIKA VERSENY 2008

HODMEZOVASARHELY
11-12. 0SZTALY
2008. 4prilis 21.

1.  Oldja meg a kovetkezd egyenletet! (10 pont)
log, (12-2" +1) =—x-log, 3
MEGOLDAS:

A logaritmus és a hatvanyozds azonossagainak felhasznaldsdaval az egyenlet jobb oldala a

kovetkezd alakra hozhat6:
—x-log, 3 =1log, 3 =log, 92 = —%. (2 pont)
Az egyenlet pedig a logaritmus definicidjanak alkalmazasédval az alabbi alakba frhaté:
122511242 .(2 pont)

Alkalmazvaa 4 2 =2 = % helyettesitést, azt kapjuk:

12-2° +1 :% .(2 pont)

Mindkét oldalt megszorozva 2" -nel, majd rendezve az egyenletet 2" -ben masodfoku egyenlet

kapunk:

12:2*> +2* =1=0.(2 pont)

Ennek megolddsai: 2* :%, amibél x=-2, valamint 2*=-3, x-re nem ad megoldast.

(2 pont)
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2.  Egy tiztagui tarsasag az 6tos lotton hét szam minden kombinécidjat megjatszotta egy-egy
szelvényen. Mennyi a valészinlisége annak, hogy lesz haromtaldlatos szelvényiik a
lottéhizéaskor? Mennyi haszonra tesznek szert, ha a haromtaldlatosokra 17 640 Ft-ot, a

kettesekre 1 170 Ft-ot fizetnek és egy szelvény éra 200 Ft. (14 pont)

MEGOLDAS:

Annak a valdsziniisége, hogy lesz haromtaldlatos szelvényiik, ahhoz az kell, hogy megjatszott
hét szam kozott legyen harom kihtzott szdm, és maradék kettt pedig a 83 ki nem kihuzott

szambdl legyen. Ez (%j . (S—SJ =119 105 féle képpen fordulhat eld. (2 pont)

90
Az Osszes lehetdség ( 5 ] =43 949 268 . (2 pont) A klasszikus valdsziniiség szerint

P (hérom taldlatos) = (19105 _ 0,00281 (2 pont)
43 949 268

7
Ha 7 szambdl minden lehetséges médon 5-6t megjatszani (5) =21 féle képpen lehet. Ennyi

lottészelvény kell venni. Ennek dra: 4200 Ft. (2 pont)
Természetesen ha a hét szdm koziil van hdrom taldlat, akkor lesz kettes taldlatuk is. Annyi

haromtaldlatosuk lesz, ahdnyszor nem nyerd szdmot vélasztottak hozza a hét szam koziil. Ez
4
(2] =6 féle képpen lehet. (2 pont)

Tehat ennyi harmasuk van ez 105 840 Ft-ot ér. Annyi kettesiik lesz, ahdnyszor a nyerd

harombdl kivalasztottak kettdt €s hozza valasztottak a hét szam 4 nem nyerdjébdl 3-at. Azaz

3\ 4
(ZJ(J =2-6=12. Tehat a 12 kéttaldlatos 14040 Ft-ot ér. (2 pont)

Osszesen nyertek: 119 880 Ft-ot. Ft, fizettek: 4200 Ft-ot. Tehat 115 680 Ft haszonra tettek
szert. (2 pont)
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a’+b’

a—b

> 22 1 (16 pont)

3. Igazolja, hogy ha a >b és ab =1, akkor
MEGOLDAS:

Végezziik el a kovetkezo dtalakitasokat és vegyiik figyelembe, hogy ab =1

2 4 p? —b) +2ab
a’+b’ _(a=b) +2a — (a—b)+—>— (6 pont)
a—>b a—>b a—>b

A jobb oldalon 1év6 két tagra alkalmazzuk a szamtani mértani azonossagot:

(a—b)+ 2

Az egyenlOtlenség mindkét oldalat megszorozva 2-vel kapjuk a bizonyitand¢ allitast.

a’ +b*

a—

>22 (2 pont)
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4.  Mekkora betétet kell 6t éven at minden év elején a bankban elhelyezniink, hogy évi
20%-o0s kamat mellett az 6todik év végén ugyanakkora legyen a kovetelésiink, mintha az

elsé év elején egyszerre 100000 Ft-ot tettiink volna a bankba? (16 pont)
MEGOLDAS:

Ha 100 000 Ft-ot betesziink a bankba 5 évre évi 20 %-os kamatra, akkor a kamatos kamat

szamitas alapjan:

5
100000(1+%) =248 832 Ft -unk lesz. (2 pont)

Ugyanilyen kamatozas mellet, vajon mekkora betétet kell elhelyezni minden €év elején, hogy
ugyanennyi pénziink legyen. Tegyiik fel, hogy minden év elején X betétet tesziink be. Ekkor

betétiink alakulasa a kovetkezo lesz:

1.év végén: 1,2X
2. év végén (betét, plusz az év elején betett X Ft, majd ennek kamata): (X +1,2X)-1,2

3. év végén: (L,2°X +1,2X +X)-1,2

5.évvégén: (L2'X +1,2° X +1,2° X +1,2X + X )-1,2 (4 pont)
A zéréjel felbontdsa utdn és X kiemelése utdn az kapjuk: (1,2°+1,2*+1,2° +1,2*+1,2) X

(2 pont)

A zérdjelben 1év0 Osszeg, egy mértani sorozat, aminek elsd tagja 1,2, kvéciense 1,2. Ennek

5 —
Osszege: (1, 2 11’22 fj X (6 pont). Ennek kell 248 832 Ft-nak lennie. Azaz:

2

,2° -1
1,2 7.1 X =248 832. (1 pont)

Amibdl: X =27 865 Ft (1 pont)
Ha nem alkalmazza a mértani sorozat osszegképletét, de jo eredményt kap, akkor jar a

maximalis pontszam.
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5. Az ABC egyenl0 szard haromszogben (AC oldal egyenld a BC oldallal) a BC oldal

felezOmerdlegese a AB oldal egyenesét a P pontban metszi. Mutassuk meg, hogy

R=d(PB)-ciga,

ahol R a hdromszog koré irt kor sugardt, a d(PB) a PB szakasz tdvolsigit, & az

alapon az A csucsndl 1évd szoget jelenti. (18 pont)

MEGOLDAS:

P A

Hasznaljuk az 4bra jeloléseit! (Helyes abraért — 2 pont)

2 2
ATC hiromszogben a Pitagorasz tételt felirva: b*> = (%j +m’ = %+ m’. (2 pont)

a
B szdg kotangense a ATC hdromszogben: ctgf = 2= Zi (2 pont)
m m

Az ATC hiromszog hasonl6 a FPB haromsz6ghoz, hiszen szogeik megegyeznek (& és

a b
- - 2
derékszog ko6z0s), igy megfelel6 oldalaik ardnya egyenld. % = P_2C — PC= b— (2 pont)
a

A ATO haromszogben felirva a Pitagorasz tételt, majd hasznalva az eddigi Osszefiiggéseket:

2

2
R? :(%) +(m-R)’ :a?+mz—2mR+R2 (2 pont)
2mR =b" (4 pont)
B b* b a

R=—=——=PC-ctgf (4 pont)
2m  a 2m
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6. Mennyi a tizes szdmrendszerben felirt

I-142-24+3-34---4+2008-2008!

szam utols6 500 szamjegyének Osszege? (25 pont)

MEGOLDAS:

Az alapgondolat a kdvetkezd egyenldség felirdsa: k-k!=(k+1)!-k! (6 pont)

Ezt alkalmazva a fenti szdmra a kovetkezo teleszkdpikus 6sszegre jutunk.
(2-11)+(3-2!)+(4!-31)+---(2009!-2008!) = 2009!—1 (6 pont)

Most mér csak az kérdés a 2009!-nak mi az utols6 500 szamjegye.

Mivel a szorzatban tobbszor szerepel 2-es szorz6é mint 6tos, ezért az 6tds szorzok szamat kell

meghatdrozni. (3 pont)

Ugyanis minden 6t0s €s kettes szorzé esetén egy nulla keriil a szorzat végére. 2009-ig minden

otodik szdmban van egy 6ts szorzo. Ez 401 db. (401-5=2005) (1 pont)

Minden huszonotddik szdmban vagy egy djabb 0tos szorzé (6t a mésodikon). Ez 80 db.

(80-25=2000). (1 pont)

Minden szdzhuszondtodik szdmban van djabb 6tds szorzé. Ez 16 db. (16-125=2000)

(1 pont)

Minden 625. szdmban van Gjabb 6tds szorzé. Ez 3 db. (3-625=1875). (1 pont)

Tehat 6sszesen: 401+80+16+3=500. (1 pont)
Tehat az utolsé 500 szdmjegy nulla. (1 pont)
Ha kivonunk belle egyet, akkor az utolsé 500 szamjegy mind kilences lesz. Igy az dsszegiik:

9-500=4500 (4 pont)



