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A 9-10. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

Feladatok csak 9. osztalyosoknak

1. feladat

a) Vegyiik észre, hogy 7 + 5\2 felirhaté 1 + 3\/2 + 6 + 24/2 alakban, igy (1 +~/2)° -nel
egyenld. Hasonldan 7 - 5\/5 =(1- \/5)3, igy a kobgyokok osszege 2.
(3 pont)
b) A bal oldali kifejezés nevezdjét gyoktelenitjiik:

17 7-4\2 .
\/_ =7- 4\/5, ezt kell \/g - 1 —gyel 6sszehasonlitani. Atrendezve ez a
T+42 7-42

kovetkezd két szam Osszehasonlitasat igényli:
82 42 +4/5
Mivel mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés €s az azt kdvetd atrendezés az egyenldtlenség
iranyat nem befolyésolja, igy az eredeti kérdéssel egyenértékii a
272 &\[10
kifejezések osszehasonlitdsa. Ismételt négyzetre emeléssel meggydzddhetiink arrdl, hogy a
bal oldal a nagyobb.
(3 pont)

Megjegyzés: ha a versenyz0 a levezetés soran ,,elkeveri” az iranyt, de egyébként jol szamol, 1
pontot vonunk le. Ugyancsak 1 pontot vonunk le, ha az indoklasban nem tér ki az atalakitasok
ekvivalencidjanak vizsgalatara (négyzetre emelés megtehetd).

2. feladat

Az x tengelyt olyan részintervallumokra bontjuk, amelyeken beliil a tortrész-képzés és az
abszolut érték jele elhagyhato.

1 1
Tegyiik fel eldszor, hogy valamely k egész szamra xe [k, k + g) . Ekkor {x} =x-k< 3 ezért

1 ,
az abszolut értéken beliili rész negativ, a jobb oldali kifejezés tehat k + 3% Igy azzal a

feltétellel, hogy x valamely k-ra az emlitett intervallumba esik, megoldando a

4- 1 6k - 2
?X = k+ 3-X egyenlet. Az egyenlet megoldasa x = 5 ami természetesen csak akkor

1
fogadhato el, ha a [k, k + g) intervallumba esik. Meghatdrozanddk tehat azon k egészek,
-2

1
amelyekre a k < <k + 7 kettds egyenldtlenség teljesiil. k lehetséges értékei 2 és 3,

5 3
C ot 16 . .
amibdl x értékére 2 illetve 5 adodik.
(5 pont)
A fenti gondolatmenet alkalmazhaté abban az esetben is, amikor valamely k egész szamra

1 4- 1
xe [k +3 k+1). Ekkor a megoldand6 egyenlet: ?X = x-k -3 Az egyenlet megoldasa



_6
77
egyenldtlenségek. Ez k=0, 1, 2 és 3 esetén kovetkezik be, ezekbdl x értékére rendre

6 12 18 . 27 ..
7 illetve 7 adodik.

1 6
(k+1), ami akkor fogadhato el, ha teljesiilnek a k+§£ 7(k+1)<k+1

6 12 18 16 , 24
Az egyenletnek Gsszesen tehat hat gyoke van: 77 2,5, 5 és )
(3 pont)
Megjegyzés: barmilyen j6 kiindulasra (akar jol indokolt grafikus megkozelitésre is), amibdl
lathat6, hogyan bonthaté az eredeti egyenlet kezelhetd egyenletekre, adjunk 3 pontot. A
tovabbi 5 pont aranyos részét adjuk az egyes alesetek végigszamolasaért.

A 9. és 10. osztalyosok feladatai

3. feladat

B
A E
Hosszabbitsuk meg az AD és BC szarakat az abra szerint, a metszéspontjukat jeloljiik M-mel.
Mivel az A-nél és B-nél 1évo szdgek a feltétel szerint 90 fokra egészitik ki egymast, M-nél
derékszoget kapunk. Az E pont felezi az AB alapot, igy Thalész tétele alapjan az M pont az E
AB
kozéppontu, AB atmérdjia koron lesz, tovabba AE = EB = EM = -
Hasonl6 gondolatmenettel belathato, hogy az M pont az F kézéppontt, DC atmérdji koron is
CD
rajta van, tovabbad DF = FC = FM = 5
ABM ¢s DCM haromszogek hasonlosagabodl, tovabba abbol, hogy az E és F pontok felezik a
megfeleld oldalakat, kovetkezik, hogy az E, F és M pontok egy egyenesbe esnek, igy viszont
AB CD

EF=EM -FM = 5 "5 amit bizonyitani kellett.

Pontozas:
- az Osszesen adhato 7 pontbdl 4-et adunk, ha a versenyzd értékes részeredményt ér el.
- gondolatmenetében jo, de nem kellden indokolt megoldas esetén, az indoklas
hianyossagait6l fliggden 1-3 pontot vonunk le.



4. feladat

Az aldbbi abran a haromszog teriiletét felezd egyenesek legyenek az A’C’ és a B’A”, a feladat
annak meghatdrozasa, hogy az M metszéspontjukon at BC-vel parhuzamosan huazott B”C”
szakasz milyen ardnyban osztja a haromszog tertiletét.

C

C”

A”

A’
B”

Az A”B’C haromszog a feltételek miatt hasonld ABC-hez és teriilete fele ABC tertiletének,

BC 1 1
ezért B'C =—F, igy BB'=BC(1-—=). Hasonlé okok miatt CC'ugyancsak BC(1-—=)-vel
z N gy ( \/5) gy ( \/5)

egyenld, igy B'C' = BC(\/E-I).

(2 pont)
Vilagos, hogy az MB’C’ haromszég hasonld ABC-hez, a fentiek alapjan pedig a hasonlosag
aranya (\/5-1). Ebbdl viszont kovetkezik, hogy a megfeleld oldalakhoz tartozd6 magassag

aranya is ugyanez, azaz a B’C’ oldalhoz tartozé magassag (\E-l)-szerese az ABC haromszog
BC oldalhoz tartoz6 magassaganak.
Igy viszont megkaphaté az (ABC-hez ugyancsak hasonlo) AB”C” haromszog magassaga is,
hiszen az nem mas, mint ABC és MB’C’ magassagainak kiilonbsége. fgy a AB”C”-ben a A
csucshoz tartoz0 magassdg az ABC haromszég A-hoz tartoz6 magassaganak
(1 -(\/5-1))2 (2-\/5)-szerese.

(3 pont)

fgy az AB”C” haromszog teriilete (2-\/5)2 =(6- 4\/5)-szerese az eredeti haromszogének.
A BB”C”C trapéz teriilete az ABC haromszog teriiletének 1 - (6 - 4\/5) = (4\/5 - 5)-sz0rose,
a keresett terliletardny tehat a két teriilet hanyadosa, ami a felirds sorrendjétdl fiiggden

n2-2 2+l
7 vagy P

(1 pont)



5. feladat

Tegyiik f6l, hogy x,y megoldasa az egyenletnek és jeloljiik M-mel azt a szamot, amivel a két
oldal egyenld. Nyilvanvald, hogy M primtényezds felbontasaban a 2,3,5 és 7 primek pozitiv
kitevével fordulnak eld, hiszen a bal oldal miatt M-nek 3-mal €s 5-tel, a jobb oldal miatt pedig
2-vel és 7-tel kell oszthatonak lennie. Mivel a legkisebb megoldast keressiik, M-nek mas
torzstényez6i nem is lesznek. Az is vilagos, hogy x,y akkor és csak akkor a lehetd
legkisebbek, ha M is az.

Tudjuk tehét, hogy M 2 3557™ alakd valamely i, j, k, m pozitiv egészekre. A két oldal csak
ugy lehet egyenld, ha minden primtényez6 mindkét oldalon ugyanolyan egyiitthatoval
szerepel.

A bal oldalon a 2-es torzstényezdk szdma 4qX, a jobb oldalon pedig 2 + 3qy, ahol Ay qy
rendre az x illetve y 2-es torzstényezdinek szamat jeloli. A legkisebb Ay qy értékpar, amelyre

4qX=2+3qy teljestil, qX=2, qy=2 lesz, tehat x-nek ¢és y-nak egyarant 2 darab 2-es

torzstényezoje lesz.

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy a 3-as torzstényezd kitevéje x felbontasdban 1, y-
¢ban 2, az 5-0s torzstényezo kitevije x felbontasaban 2, y-éban 3, a 7-es torzstényezo pedig x-
ben és y-ban egyarant 1 kitevOvel szerepel.

fgy x = 22 31527 = 2100, y = 2% 325371 = 31500

Pontozas: a j6 gondolatmenetért 4, a kitevok €s az eredmény kiszamitasaért tovabbi 4 pontot
adunk. Hidnyos indoklas (de jo6 gondolatmenet és helyes eredmény) esetén a hidnyossag
mértékeétol fliggden 1-4 pontot vonunk le.

6. feladat

Kihasznalva, hogy xy = 1, a szamlalo atalakithato:

x2 + y2 = x2 + y2 -2xy+2=(x- y)2 + 2 . Az x>y feltétel miatt a tort egyszerlsithetd, igy

a bal oldal az alabbi mdédon alakithato:

2 2 2
X"ty (x-y)~ +2 2
= =(x-y)+t

X-y X-y X-y

(3 pont)

A feltételek szerint x-y pozitiv, igy (x - y)-ra és X—_y-ra alkalmazhaté a szdmtani és mértani

2
(X'Y) + _ 2
— 2 \/ (ey) =V

2
tehat (x-y) + x_-y > 2\/5, amibdl kozvetlentil a bizonyitand6 allitast kapjuk.

kozeép kozotti osszefliggés:

(3 pont)
A levezetésbdl (valamint a szamtani ¢s mértani kozép kozotti Osszefliggésbodl az is lathato,

2
hogy egyenldség akkor teljesiil, ha (x - y) = x_-y’ azaz (x-y) = \/5 Figyelembe véve, hogy a



1

kezdeti feltételiink értelmében y = > @ kovetkezd, masodfokura visszavezethetd egyenletet

1
kapjuk: x - ~ =\/§, vagyis x2 -\/Ex -1=0.

Az egyenlet gyokei:
\2(/3+1) \2(1-\3)
X, = Xy = 5 , amibol

1 2
A20f3-D) A2an3)
1= 2 VT

igy az eredeti egyenl6tlenség akkor teljestil egyenldséggel, ha
\2(/3+1) 203 -1) \2(1-1/3) V23 +1)
1- 2 V1T 2 VY XNHT o o Nt
(2 pont)
Pontozas: altaldban 3 pontot adunk az eredeti egyenl6tlenség barmely olyan atalakitasaért,
ami a megoldds iranyaba mutathat, tovabbi 3-at valamely ismert egyenldtlenség (akar a

szamtani €s mértani kozép kozotti, akar pl. az x Lp- 2 alkalmazéasaért. Az egyenldséget

eredményez0 esetek ,,felderitéseéért” 2 pont jar.
Feladatok csak 10. osztalyosoknak

7. feladat

Jeloljiik a hasab alapélének hosszat a-val, a magassagat pedig b-vel. Egyetlen festett lapjuk
azoknak a kis kockaknak lesz, amelyek a hasab felszinén talalhatok, de nem esnek a hasab

éleire. Ilyen kis kocka a két alaplapon Osszesen 2(a-2)2 darab van, a négy odallapon pedig
4(a-2)(b-2) darab, igy az aldbbi egyenlet irhato fel:

2(a-2)° + 4(a-2)(b-2) = 336
Pontosan két festett lapjuk azoknak a kockdknak lesz, amelyek a hasab élein talalhatok,
ilyenbdl az alapéleken 6sszesen 8(a-2), az oldaléleken pedig 4(b-2) van. Ebbdl a
8(a-2) +4(b-2) =92

egyenletet kapjuk.
(3 pont)
Az egyenletrendszer egyszertisités, illetve az x=a-2, y =b-2 10j valtozok bevezetése utan
x2 + 2xy = 168
2x +y=123

alakra hozhatd. A masodik egyenletbdl y-t kifejezve és az els6be helyettesitve a
3x% -46x + 168 =0
28
masodfoku egyenletet kapjuk, melynek gyokei X1 =73 €s Xy = 6. Az els6 gyok nem felel meg

a feladat eredeti tartalmanak, a masodikbol y = 11, igy a hasab alapélei 8, oldalélei pedig 13
cm hossztak.
(2 pont)

8. feladat

Az x tengelyt olyan részintervallumokra bontjuk, amelyeken beliil a tortrész-képzés
elhagyhato.



k k+1
Tegyiik fel, hogy valamely k egész szamra xe [5, T). Ekkor 2x € [k, k+1), ezért az

egyenlet jobb oldala k-val egyenld. Igy azzal a feltétellel, hogy x valamely k-ra az emlitett
intervallumba esik, megoldand6 az

x2 -1 =k egyenlet.

k < -1 esetén az egyenletnek nincs gydke, k = -1 esetén x = 0, k > -1 esetén pedig x = \[k+1 ,
k k+1

de mindegyik csak akkor fogadhat6 el, ha az adott k-ra teljesiil a 5 X<, kettds

egyenl6tlenség.

k=-1, x=0 esetén nem teljesiil, igy x=0 nem gyoke az eredeti egyenletnek.

Ha k>-1, azaz k>0, akkor vildgos, hogy x=-/k+1 nem lehet megolddsa az eredeti

k
egyenletnek, hiszen ilyenkor x negativ lenne €s nem teljesiilne a 5< X feltétel.
Legyen most k>-1, x =A/k+1 , megvizsgaljuk, k mely értékeire teljesiil, hogy
k k +

1
2S k+1 < 5

A bal oldali egyenldtlenség négyzetre emelés €s atrendezés utan k2 -4k -4 < 0 alaka lesz,
amia 0 <k <4 egészekre teljesiil

A jobb oldali egyenl6tlenség (figyelembe véve, hogy k+1 pozitiv, igy oszthatunk a gyokével)

k+1
1< 5 alakra egyszertsithetd, amibdl k>3.

A kettés egyenlbtlenség tehat csak k=4 értéke mellett teljesiil, igy x =~/k+1 csak k=4 esetén
gyoke az egyenletnek, ekkor x értéke \/g .
Az eredeti egyenlet egyetlen gyoke tehat x = \/g .

Pontozas: barmilyen j6 kiinduldsra (akar jol indokolt grafikus megkozelitésre is), amibdl
lathatd, hogyan bonthato az eredeti egyenlet kezelhetd egyenletekre, adjunk 3 pontot. A
tovabbi 4 pont aranyos részét adjuk az egyes alesetek végigszamolasaért.



