NEMETH LASZLO MATEMATIKAVERSENY

2006. aprilis 21.
A 9 —10. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1. feladat:

a)

100° —99% +98% - 97> +..+2° —1° =
=(100-99)100 +99)+ (98 —=97)98 + 97) +...+ (2 -1)2 +1)=

(1 pont)
=(100+99)+ (98 +97)+ ...+ (2 +1)=
=100 +1)+ (99 +2)+ ( +3)+...+(51+50)=50-101=5050.

(1 pont)
b)
Jelolje k a kisebb szamot. Ekkor:
k4 (k+1)7 + k2 (k+1)° =

(1 pont)
K+ 2k + 3K + 2k +1=(k> + k +1)

(1 pont)

2. feladat:
Legyen a kor atmérdje d. Tekintsiik a PAC derékszogl haromszoget (a Thalész-tétel miatt

derékszogli a haromszog)

(1 pont)
Ebben a Pitagorasz-tétel szerint: PA” + PC? = d°.

(1 pont)
Hasonloan BPD derékszogli haromszogben PB* + PD* = d°.

(1 pont)

Ezek 6sszege PA” + PB* + PC* + PD* = 2d*.
(1 pont)



3. feladat:
A tabortdl a strandig x km lejté és y km emelkedd vezet.
A menetid6 odafelé:
X 18
TASTIE
(2 pont)
A menetidd visszafelé:

y x 24

30 12 5
(2 pont)
Adjuk 0ssze a két egyenletet:
Xty xty_42
30 12 5
(1 pont)
Tavolitsuk el a torteket:
2(x+y)+5(x+y):12-42
7(x + y) =504
x+y=72
Tehat a tadbor €s a strand tavolsaga 72 km.

(1 pont)



4. feladat:
Els6 megoldas:
A létra els6 fokara egyféleképpen léphetiink.

(1 pont)
A létra masodik fokara vagy kétszer egy fokot Iépve juthatunk vagy egyszer két fokot lépve,
ez 1 +1 =2 lehetdség.

(1 pont)
A harmadik fokra az els6rdl kettdt, a masodikrol egyet 1épve juthatunk. Mivel az els6 fokra 1,
a masodikra 2 féle médon jutottunk, ezért a harmadik fokra 1 + 2 =3 féle moédon
érkezhetiink.

(1 pont)
A negyedik fokra a masodikrol kett6t, a harmadikrdl egyet 1épve juthatunk, és mivel a
masodikra 2, a harmadikra 3 féle médon keriiltiink, ez 6sszesen 2 + 3 = 5 lehetdség.

(1 pont)
Hasonlé modon folytatva a szamlalast: az 6todik fokra a harmadikrol kettdt, a negyedikrol
egyet 1épve juthatunk, ez 6sszesen 3 + 5 = 8 eset.

(1 pont)
A hatodik fokra a negyedikrdl kettdt, az 6todikrdl egyet 1€épve juthatunk, ez pedig 6sszesen 5
+ 8 =13 eset.
Végiil a hetedik fokra az 6todikrdl kettot, a hatodikrol egy fokot 1épve juthatunk, ez pedig

Osszesen 8 + 13 = 21 eset.

(1 pont)



Masodik megoldas: (Kombinatorikus eszk6zok hasznalataval)

Ha 0; 1; 2; 3 szamu kettds 1épést (jele legyen k) valasztunk egy-egy lépéssorozatban és a tobbi

1€pés egyes 1épés (jele e), akkor az

e, e ¢e,¢ee¢,e¢e,e;
k,e, e e, e e€;
k,k, e, e, e;
k,k, k, e

(4 pont)

Iépéssorozatokat barmely sorrendben végrehajtva célhoz jutunk. Az dsszes lehetséges

sorrendek szama kombinacidokkal szamitva:

CHEE) rvsrmn

(2 pont)



5. feladat:
Az egyenlet nem értelmes, ha b értéke 0 vagy -1. Az is kdnnyen ellendrizhetd, hogy a nem

lehet 0.

(1 pont)

Az egyenletbdl kifejezve c-t,
c= (1 + é](l + %),

(1 pont)
A jobb oldalon mindkét tényez6 0 €s 2 kozé esik, ezért 0 <c <4.

(1 pont)

e Ha c=4, akkor é és l értéke is 1, azaz a=b=1.
(1 pont)

e Ha c=0, akkor a feladatban szerepld egyenlet jobb oldaldn 0 &ll, ezért a=-1, b pedig
tetszOleges szam lehet a 0 és a -1 kivételével.
(1 pont)
e Ha c=1, akkor az egyenletet beszorozva kapjuk, hogy a+b=-1.
(1 pont)
e Ha c értéke 2 vagy 3, akkor irjuk at az eredeti egyenletet a kovetkezd alakba:
(c—l)ab—a—bzl
(c—l)zab—(c—l)a—(c—l)b+1:c
((c — l)a — 1)((0 — l)b — 1) =c.

o Ac=2esetben (@ —1)b—1)=2. A ketté kétféleképpen alakithaté szorzatta,
ezekbdl a (2,3); (3,2); (0,-1); (-1,0) szamparokat kapjuk; az utobbi kettd nem
megoldas.

(1 pont)

o A c=3 esetben (2a-1)(2b-1)=3. A harom négyféleképpen alakithato szorzatta,
ezekbdl a (1,2); (2,1); (0,-1); (-1,0) szamparokat kapjuk; az utobbi kettd ismét
nem megoldas.

(1 pont)



Az 6sszes megoldast tablazatba foglalva:

a B c
-1 tetszOleges, kivéve 0, -1 0
-1-b tetszOleges, kivéve 0, -1 1
2 3 2
3 2 2

1 2 3
2 1 3

1 1 4

6. feladat:

Jeloljiik CL' és AB metszéspontjat P-vel, AM és CB metszéspontjat O-val. Az eltolas miatt a
KK', LL', MM' és NN' szakaszok parhuzamosak €és egyenld hosszuak.
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A parhuzamos szel6k tételét alkalmazva az APC szogre, AC €s LL' parhuzamossagabol

PL' LL' NN'
PC AC AC’
(3 pont)
MV ' '
Hasonloképpen az AQC szogre, AC ¢s MM’ parhuzamossagabol 0 = MM = NN .
oCc AC AC
(2 pont)
' MV
A két egyenletet 0sszevetve PL = Q—,
pPC QC
(1 pont)

ebbdl pedig kovetkezik, hogy PO és M'L' parhuzamosak, vagyis PQ merdleges AB-re.

(2 pont)



