MEGOLDASOK, PONTOZAS

1. feladat

Legyen ABC' szabélyos haromszog. Rajzoljuk meg a bele- és a koriilirt korét. Mivel a haromszog
szabalyos, ezért a koriilirt korének kdzéppontja, a beleirt korének kdzéppontja és a stulypontja
egybeesik. Legyen a haromszog stulypontja S, a BC oldal felez6pontja F. (1 pont) Ekkor mivel
a sulypont harmadolja a stlyvonalat, ezért: AS = 2SF. (1 pont) Legyen a beleirt kor sugara
r = SF, ekkor a koriilirt kor sugara AS = 2SF = 2r. (1 pont) Tehat a beleirt kor teriilete r2m,
a koriilirt kor teriilete (27)27 = 4727, (1 pont) Vagyis a beleirt kor teriilete 25%-a a koriilirt kor
terliletének. (1 pont)

Altalanositds: ha nem szabalyos a haromszog, akkor (és csak akkor) a sugaregyenlStlenség
alapjan a koriilirt kor sugara legalabb 2-szerese a beirt korének (+1 pont), ezért a két koér hason-
losaga miatt teriiletitk ardnya is legalabb 4-szeres. (+1 pont)

Osszesen 5+2 pont.

2. feladat

Kombinatorikus megoldds: Joe 3 esetbdl egyszer taldl, Jack-re tehat 9 esetbdl 3-szor nem keriil
sor, viszont 6 esetbdl igen. O ebbdl a 6 esetbdl 4-szer talal. Emiatt az elss két 16vés soran (amen-
nyiben sor keriil két 16vésre, de ebben azok az esetek is benne vannak, amikor Joe 16vése talél) 9
esetbdl Joe 3-szor, Jack 4-szer talal. Vagyis az els6 ,korben” Jack az esélyesebb a gy&zelemre. (3
pont) A fennmaradé két esetet ismét 2-szer 9 alesetre bontva lathat6, hogy a ,mésodik kérben”
Joe ismét 3-szor, Jack 4-szer talal, tehat ismét Jack az esélyesebb. (2 pont) Ez a gondolatmenet
akarhanyadik korre megismételhets. (1 pont) Vagyis Jack az esélyesebb (I pont) (és az is latszik,
hogy a gy6zelmének esélye 4:3 (+1 pont)).

Valdszinidségszamitdsos megoldds: Joe nyerési esélye az elsG korben 1/3 (1 pont), a mésodik
korben 2 - 1.1 (2 pont), a harmadik kérben 2 - 1.2 .1 .1 /71 pont) és igy tovabb. Ezeket a

3331 3°'3°'3°3°3
valészintiségeket Osszeadva a

T2 (2 (2, y_1. v _3
3 9 9 9 )3 1-2/9 7
val6szintiséget kapjuk. (4 pont)

Altalanositas: Ertelemszertien (a valészintiszégszamitasos megoldassal konnyen gyarthatunk
képletet is). (+2 pont)

Osszesen 7+1+2 pont (a 7 pont akkor is jdr, ha nem ad pontos valésziniséget).

3. feladat

Legyen az A iskolabol a matek versenyen résztvevs lanyok szama k, a fidk szama v, a lanyok

pontszama, Iy, o, ..., [, a fitk pontszama, f1, fo, ..., f,- A B iskolabdl a matek versenyen résztvevs

lanyok szdma n, a fitk szdma w, a lanyok pontszama Ly, Lo, ..., Ly, a fitk pontszdma Fy F, ..., F,,.
Ekkor a tablazat informaciéit hasznalva
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(3 pont)
Az 1., 2. és 7.-bol

71k + 81n
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ami rendezve

(1 pont)
Az 1., 3. és 5.-bol

71k + 76v

=74
kE+v ’

ami rendezve
2v = 3k.
(1 pont)

A 2., 4. és 6.-bol

81n + 90w

= 84,
n—+w

ami rendezve
2w = n,

amibdgl

(1 pont)



Mi a kovetkezd kifejezés értékét keressiik:
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A 3. és 4.-bsl
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Tehat a keresett atlag: 84.

(2 pont)

Osszesen 8 pont.

4. feladat

Ismert a szamtani és négyzetes kozép kozotti Osszefiiggés:

la? 4 b2 - a+b
2 - 2 7

Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a = b.

Ha a, b valds szamok, akkor

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

[a? + (1 — b)? >a+(1—b)
2 - 2 ’
/b2 + (1 —¢)? >b+(1—c)
2 - 2 ’

2+ (1—-a)? >c+(1—a)
2 - 2 '

(2 pont)

A harom egyenlGtlenséget osszeadva kapjuk a kovetkezst:

\/a2+(1b)2+\/b2+(1c)2+\/02+(1a)2>a+(1b) bt(l-c) ct(l-a)

2 2 2 - 2 + 2 + 2
(2 pont)
A jobb oldalt rendezve a kivetkezot kapjuk:
2 —b)2 b2+ (1 —c)? 2+ (1—a)?
e [P
(1 pont)

w



V/2-vel beszorozva az egyetlstlenség mindkét oldalat a bizonyitandoé allitast kapjuk:

\/a2+(1b)2+\/b2+(1c)2+\/02+(1a)2 - 3\/5.

2 2 2 - 2
(1 pont)
Nézziik meg, hogy mikor 4ll fenn egyenlGség!
Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha
a=1-0,
b=1-¢,
c=1-—a,
amit megoldva: a =b = c = 1.
(2 pont)

Altalanositas: Nyilvan analég médon altalanosithaté a feladat tetszélegesen sok szamra. (+1
pont)
Osszesen 8+1 pont.

5. feladat
Legyen a keresett tort: 7, ahol a, b pozitiv egészek.
Ekkor
4_a_9
9 b 20
(1 pont)
Vegyiik mindharom oldal reciprokat:
20_b_9
9 a 4
Vagyis:
2 b 1
24+ -<—-<2+-
+ 9 < a <2+ 1
Amibdl 1atszik, hogy
b
2 < —,
a
azaz
2a < b.
(3 pont)



Legyen

b=2a+c.
Ezt hasznalva:
2 c 1
9 a7
(2 pont)
Atrendezve:
9
de<a< §c
A legkisebb olyan ¢ amelyre a (4c, 3¢) intervallum tartalmaz egész szamot: ¢ = 3.
(2 pont)

Amibél a = 13, igy b = 2a + ¢ = 29. Mivel c-t és a-t gy valasztottuk, hogy minimalisak
legyenek, igy b is minimalis.
Tehst a 33 a keresett tort.
(2 pont)

Osszesen 10 pont (ha probdlkozdssal hozza ki, akkor is jar a 10 pont).

6. feladat

Tekintsiik a feladatot a alapd szamrendszerben. Mivel n > 2 paros egész, igy van olyan k > 2
egész, amelyre n = 2k.

(1 pont)
Ekkor az a alapd szamrendszerbeli 2k szamjegyid csupa 1-esbél 4ll6 szam a kovetkezs alaka:

ol a? T pdf Tl a1 =
a"@ " tat+ D) a4 a1 =

(" + 1)@ P +ad* 2+ . Fa+1).
(5 pont)

Mivel a > 2 és k > 2, ezért az els6 tényezs legaldbb 5, a masodik tényezs nagyobb, mint
a®=1 > 2. Vagyis a csupa 1-esbdl 4ll6 szim nem lehet prim.

(2 pont)

Osszesen 8 pont (ha csak 10-es szdmrendszerben szdmol, akkor 4 pont).



