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A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1. feladat
Egy szamtani sorozatot az @lsleme és killonbsége egyértébn meghatarozza, azt kell tehat
megnéznink, hogy az 1(,ad) ertékpart hanyféleképpen valaszthatjuk megrtéke maximum

22 lehet, ugyanis az 6todik ésdéetdem kilonbsége legféljebb 89.

(1 pont)
Amennyiben d=1, akkor az élelem az 1,...,86 szamok valamelyike. d=2 esetérzdsketék
1,...82 lehet, tetsiteges d-re pedig az 1,... 90-4d szdmok valamelyike.

(2 pont)
A szamtani sorozat tehat
22
(90 - 4d) = 968
d=1
kulonféle médon valaszthatd meg.
(1 pont)

2. feladat
Jelbljuk A-val a haromszog két ismert oldalegyenekémetszéspontjakéntélldé csucsot, B-
vel és C-vel pedig a két ismeretlen csucsot. AzsAcs koordinatéit kiszamithatjuk az adott
oldalegyenesek egyenetéiib(3,8)
(1 pont)
Legyenek a -6x + y + 10 = 0 egyefil@ldalegyenesre 88 csucs koordinatai 8( yb), a —3x
+ 4y — 23 = 0 egyenlétegyenesre és C csucs koordinatai pedig C(xyc). A bevezetett
ismeretleneket a megfetebldalegyenesek egyenleteibe behelyettesitve:
Yy = 6><b - 10, illetve
_3 23
Ye= 4%cT 4
(1 pont)
Ismert, hogy a sulypont koordinatéi a csucsok melgfé&oordinatainak szamtani kézepei, igy
a kovetked két egyenletet kapjuk:
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(2 pont)
Az egyenletrendszer megoldésB =1, %, = -5, igy a hianyzo6 csucsok koordinatai (1, -4)

illetve (-5, 2).
(2 pont)



Megjegyzes: amennyiben a versefiymas gondolatmenetet alkalmaz, a hasznalhaté
gondolatmenet felallitasaért 4 pontot adjunk, towdd pontot pedig a szamitasok helyes
elvégzéseert.

3. feladat
Jeloljuk q -gyel a sorozat efselemét, g-val a hanyadosat. A megadott adatoklkévatkes

0sszefliggések kaphatok:
1 n-l1_9 n1
72- %9  “T1289
5  g'-1_ 9 g'-1
1152~ ¥ q-1 " 128q- 1

(2 pont)
o n-1 16 ) . .. , )
Vegyuk észre, hogy az élsegyenletbl q =gy ami behelyettesithetiink a masodik
egyenletbe:
16 1
55 9 819"
11527128 q-1
(2 pont)
2
Az egyenletet megoldva o§-Az el egyenletbl n értékére 5-6t kapunk.
(2 pont)

4. feladat
Legyen a haromszog legrévidebb oldala x, a legtaidspedig cx (c>1). Mivel az oldalak

szamtani sorozatot alkotnak, a kozepsldal %1x A 120 fokos szdggel szemben a
legnagyobb oldal van, erre felirhatjuk a koszintéteit:
22 =22 G2, L2
(3 pont)
A fenti egyenletbl c lehetséges értékéi és —1. Az utobbi nyilvan nem felel meg a feladat
geometriai tartalmanak, igy a hdromszo6g oldalaarakya 3:5:7.
(2 pont)

A hianyzo6 szbgek a szinusz-tétel alkalmazasavahai. A legrovidebb oldallal szemkozti

: sina 3 . . T .
szOgetn-val Jelblve:m =3 amiBl a = 21.79, a kozépés oldallal szemkdzti szog pedig
38.27 .

(2 pont)
5. feladat

Ahhoz, hogy a bal oldal értelmezett legyen, a ligarsok argumentumainak pozitivoknak
kell lennitk, vagyis



2%.2>0 és
>*li750
A masodik feltétel minden valds szamra teljesilelaz feltétell®l x>1 koévetkezik.
(2 pont)
Amennyiben az x-re kirétt feltétel teljesul, alkarmatok a logaritmus-fliggvény azonossagali,
igy az egyerditlenség az alabbival ekvivalens:

@-2)21+7)= 30

(2 pont)
Vezessiink be 2 helyett ) valtozot, ekkor az alabbi egyidnséget kapjuk:
(@a-2) (2a+ 7 30, ami
24 +3a-42 0
alakra hozhato.
(2 pont)

A masodfokl egyenlet megolddképletét és a masodfdiggvény ismert tulajdonsagait
: 11
alkalmazva ez az egyétlenség akkor és csak akkor teljesil, ka a, vagy & 4.

(1 pont)
Az els feltétel nyilvdn nem hoz megoldast, a masodiklx# kdvetkezik, ami meg is felel az
X-re megszabott kezdeti feltételnek. Az eredetieadflenség megoldasa tehagX

(1 pont)

Megjegyzes: nem kell megkdvetelnink, hogy a veragry levezetés elején elliéizze az
eredeti egyemtlenségben szergplkifejezések értelmezési tartoményat, a lényeg,yhog
valamikor elvégezze a diszkussziot. Helyes megkttéisaz is elfogadhatd, ha a megkapott
megoldashalmazt ellérei, feltéve, hogy ez a dolgozatbdl egyértédm kiderl.

6. feladat
A fuggvény akkor és csak akkor értelmezett, havezie0-tol kilénbdzik, ami pontosan akkor
teljesil, ha x nem egész szam. Az értelmezésinia@ny tehatR \ Z.

(1 pont)
A tovabbiakban bontsuk fel az értelmezési tartorhahyan intervallumokra, amelyeken bell
a figgvény viselkedése kényelmesebben tanulmani@ztedsbleges k egész szam esetén a
(k, k+1) intervallumon a fliggvény érteke:

Ez azt jelenti, hogy a fuggvény grafikonja mindeaksaszon egy-egy hiperbolaiv, amelynek az
x=k egyenes aszimptotgja.
k<O esetén a (k, k+1) intervallumokon a fuggvérnglka sz.m. 8, k=0 esetén a fuggvényértek
konstans 1, k>0 esetén az egyes intervallumokom szsokken.

(2 pont)
A fuggvénynek egyetlen lokalis szééstéke van: a (0,1) intervallumon az 1 érték egysze
lokalis minimum és maximum (ha a versefyzlokalis minimumot és maximumot szigordan
értelmezi és ezt az értéket kizérja, megadhatatazj@d pont, tekintve, hogy a tankényvek
sem teljesen egységesek a kérdésben)

(1 pont)
Negativ k esetén a fuggvény a (k, k+1) intervallorminden y<k+1 értéket felvesz. Ez a
kovetkedképpen lathato be: legyen y < k+1 (k<0, egész). mlagtjuk, hogy ekkor az



k
1+x-k_y

egyenletnek van k+1-nél kisebb és k-nal nagyobbaldéga. Valdban, az egyenletet x-re
rendezve:

X = yil + Kk
Tekintve, hogy k negativ, y pedig k+1-nél kiseblt/(®-1) tort érteke O és 1 kdzeé esik, tehat x
valoban k és k+1 kozotti erték.
Hasonlé gondolatmenettel lathaté be, hogy pozitigse k esetén a (k,k+1) intervallumon a
fuggvény minden k+1-nél nagyobb valds értéket fetve
igy a fuiggvény értékkészlete: PR | x<0} O {1} O {x OR | x>2}

(3 pont)

A faggveény grafikonjat az alabbi abra szemlélteti:

v




(1 pont)
Megjegyzés:
1. Ha a versenyZ a negativ szamokra tévesen hasznalja az egesdefsucidjat, de
egyébkeént kdvetkezetesen szamol, a tévedésértsasskét pontot vonjunk le.
2. Az értekkeészlet megallapitasara a 3 pont akldba®, ha a dolgozatban legalabb a fenti
részletessdgindoklas talalhaté arra, hogy az egyes intervatlkom a fliggvény valéban
minden mondott értéket folvesz. Az indoklas nélkidiyes eredményre 1 pontot adjunk.



