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A 9-10. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

Feladatok csak szakkozépiskolasoknak

Sz 1.

Legyen az eredeti 6tvozet témege M k , ebb6l 0,82 - M k  vorosréz, 0,18+ M k  cink. A 18 Ik cink
hozzdadasaval a vorosréz tomege nyilvan nem valtozik, az ardnya viszont 70%-ra csékken, ebbdl a
koévetkez6 egyenletet kapjuk:

0,82-M = 0,7 - (M + 18), amibél dtrendezéssel
(2 pont)
M =105
(1 pont)

Az eredeti 6tvozet tomege tehat 105k , amibél 86,1 k vorosréz, 18,9 k cink. Az 0] 6tvozet
tomege 123 k , ebb61 86,1 k vorosréz, 39,9 k  cink.

(2 pont)
Feladat 6sszesen: 5 pont*

Sz 2.

Jeldlje a a négyzet oldalat. Ismert?, hogy ekkor az 4tlé hossza v2a. Az 4tlé 3 cm-rel hosszabb az
oldalnal, amibdl a kévetkezd egyenletet kapjuk:

V2a = a + 3, rendezés utan

(2 pont)
a= L=3(x/§+ 1)~ 7243 ¢
V2-1
(1 pont)
A négyzet oldala tehdt 7,243 ¢ hossz(®.
(2 pont)

Feladat 6sszesen: 5 pont*

! Pontozés elve altaldban: 2 pont a megoldas iranydba mutatd egyenlet feléllitdsa, 1 pont az egyenlet megoldasa, 2 pont a feladat eredeti
szovegére adott helyes vélasz.

2 A négyzet oldalanak és atléjanak aranya annyira kozismert tény, hogy elfogadhatjuk tovabbi indoklas nélkul

3 Elfogadhat6 a 3(\/? + 1) alakban megadott megoldas is, a nevezd gyoktelenitésének elmulasztdsa viszont nem.



Feladatok szakkdzépiskolasoknak és gimnazistaknak

G-Sz 3.

a) 7:00 —tdl 8: 45-ig 6sszesen 97 + 76 = 173 k -t tettiink meg 1,75 6ra alatt, igy a teljes Uton az
atlagsebességiink i—? ~ 98,9k /hvolt.

(2 pont)

b) Ha nem alltunk volna meg 10 percre, 8: 35-kor értiink volna Pestre, a menetidé :— =~ 1,583 6ra, az
atlagsebesség pedig 11— 12 = 109,3 k /hlett volna.
(2 pont)

c) Ha szerettik volna behozni a tankolds miatti id6veszteséget, akkor a Kecskemétt6l hatra Iévé
76 k  utat 30 perc alatt kellett volna megtenni, ami 152 k /h atlagsebességet igényelt volna, ami
azonban veszélyes és szabalytalan! A feladat tanulsdga, hogy az indulds id6pontjanak
megvalasztasakor be kell a megallasok idejét kalkuldlni, mert az idGveszteséget csak a sebesség
irrealis novelése aran lehetne behozni!

(2 pont)
Feladat 6sszesen: 6 pont
G-Sz 4.

Jel6lje n az osztdly létszamat, n, 2, nq 4, Nz 4 pedig azoknak a tanuldknak a szamat, akik rendre csak az
elsé és masodik, csak az els6 és harmadik, illetve csak a masodik és harmadik kiranduldson vettek
részt. Tudjuk, hogy minden tanuld részt vett legalabb két kiranduldson, 12-en pedig mindegyiken. A
legegyszerlbb egyenletrendszert akkor kapjuk, ha észrevessziik, hogy a feltételek miatt azok a
tanuldk, akik nem vettek részt az elsé kiranduldson, ugyanazok, akik csak a masodikon és harmadikon
vettek részt. Hasonld allitds fogalmazhaté meg a madsik két kirdnduldsra is, igy érvényesek a
kovetkez6 osszefliggések:

nzy=(1-0,7)n=0,3n
niz = (1-0,8)n=0,2n
ni; =(1-09n=011n
n=ny,+ny3+ nyy +12
(3 pont)

A fenti egyenletrendszer megoldasa: ny; = 3, ny 4 = 6, N3 = 9,n = 30.

4 Pontozas elve dltalaban: 2 pont a megoldds iranyaba mutato egyenlet felallitasa, 1 pont az egyenlet megolddsa, 2 pont a feladat eredeti
szovegére adott helyes vélasz (nevezd gyoktelenitéssel, vagy kozelitd tizedestort kiszamitasaval, legalabb 3 értékes jegyre).



(3 pont)
A teljes osztalylétszam 30, az egyes kirdndulasokon pedig rendre 21, 24, illetve 27 tanuld vett részt.
(1 pont)
Feladat 6sszesen: 7 pont®
G-Sz 5.

a) Jeloljuk meg a helyeket valtakozva piros és kék szinekkel és figyeljik meg, hogy egy-egy lépést
kovetden hany tanyér van piros szinli helyen. Kezdetben harom tanyér piros, harom pedig kék szini
helyen talalhaté. Mivel minden Iépésben két tanyért tesziink at szomszédos helyre, egy-egy tanyér
athelyezése nyilvan mindig szinvaltassal jar, két tanyér egyidejli athelyezése két szinvaltassal.

Két szinvaltds a piros helyen allé tanyérok szamaval harom dolog tehet: kettével noveli, kettével
csokkenti, vagy valtozatlanul hagyja. Barmelyik eset all is el, a piros mezén allé tanyérok szama két
tanyér athelyezésekor paros szammal valtozik. Mivel ez a szam kezdetben paratlan volt, tetszéleges
szamu lépés utan is az marad.

Ha hat tanyér van egymason, a piros helyen allé tanyérok szdma 0, vagy 6, ez a helyzet viszont nem
kovetkezhet be, igy a hat tanyér nem keriilhet egy oszlopba.

(4 pont)
b) Megmutatjuk, hogy négy tdnyér esetén az athelyezés megoldhato, pl. az VYWY
aldbbi Iépéseken at (Id. az abrat):
4
v v
az elsé lépésben az 1. és 3. tanyért a 2. helyre tessziik o
a masodik l1épésben a 2. helyrél visszatesziink egy tanyért az 1. helyre, a A A
4. helyen |évét pedig atrakjuk a 3. helyre —
a 3. |épésben az 1. tanyért jobbra, a 3. helyen 1évét balra téve elérjiik, 3
hogy mind a négy tanyér a masodik helyen legyen e T
(4 pont)

Feladat 6sszesen: 8 pont®
G-Sz 6.

Ismert, hogy egy n oldallu konvex sokszdg belsd szogeinek dsszege (n — 2) - 180°. Tegyiik fel, hogy a
sokszognek k darab tompaszoge van. Mivel a tompaszogek 180 foknal kisebbek, a tobbi szog pedig
legfoljebb 90 fokos lehet, a szogek 6sszegére a kovetkez6 egyenl6tlenség irhatd fel:

5 3 pontot adunk barmilyen ,hasznalhatd” egyenletrendszer feldllitdsaért, 3 pontot annak megoldasaért, 1 pontot pedig a helyes sz6veges
vélaszért. Részpontszamok adhaték. Nem fogadhatd el teljes értékli megoldasnak, ha a versenyz6 ,megtippeli” az eredményt, a
levezetésbdl ki kell deriilnie a megoldds unicitasanak.

6 Ahogy mas hasonlé feladatok esetén, nyilvan mas gondolatmentet is elfogadunk teljes értékii bizonyitdsnak, feltéve, hogy helyes és
kell6en indokolt.



(n—2)-180° < k- 180° + (n — k) - 90°

Tegylk hozza (a kés6bbiek szempontjabdl ez fontos lesz), hogy egyenl&ség csak akkor fordulhat elg,
ha k = 0, ha ugyanis van tompaszog, annak 180 foknal hatarozottan kisebbnek kell lennie.

(4 pont)

Rendezve a fenti egyenl6tlenséget k-ra k = n — 4 adddik (azzal a tovabbi feltétellel, hogy pozitiv k
esetén szigoru egyenl6tlenség all).

(1 pont)

Vizsgaljuk meg a kapott feltételt. A kérdéses sokszog nyilvan lehet haromszog, vagy négyszog. Az els6
érdekes kérdés, hogy n =5 elGallhat-e. Ekkor k > 1, vagyis egy Otszognek van legalabb két
tompaszoge. Ezek viszont nem foltétlen szomszédosak: tekintstik pl azt az ABCDE 6tszoget, amelyben
A-ndl, B-nél és E-nél derékszog, C-nél és D-nél pedig 135 fokos szogek vannak.

Legyen most n = 6, ekkor k > 2, vagyis egy hatszogben mindig lesz legaldbb harom tompaszog.
Eléfordulhat viszont, hogy ezek kézott sem lesz két szomszédos: vegyik pl. azt a hatszoget, amit ugy
kapunk, hogy egy egyenlé oldali hiaromszog oldalaira (mint atfogdkra) kifelé egyenlé szaru
derékszogli haromszogeket emeliink. Ebben a hatszégben valtakoznak a derékszogek és 150 fokos
szogek.

(3 pont)

Ha n = 7, akkor k > n — 4 miatt k > |§| is teljesll, mds szdval, a csucsok tébb, mint felénél lesz

tompaszog, vagyis biztosan lesz két szomszédos tompaszog.

Osszefoglalva: ha egy konvex sokszdgben nincs két szomszédos tompaszdg, az oldalak szama
legfoljebb 6 lehet.

(2 pont)

Feladat 6sszesen: 10 pont’

Feladatok csak gimnazistaknak

G7.

Lathatjuk, hogy a bal oldal akkor értelmezett, ha x > 0 és x > a egyszerre teljesiilnek®. irjuk az
egyenletet az alabbi alakba:

Vi—a=2-+x

7 A pontozas szempontjabdl Iényeges momentumok a kdvetkez6k: a k-ra vonatkozd egyenlétlenség felallitasaért és megoldasaért 5 pontot,
a tovabbi elemzésért masik 5 pontot adunk. Természetesen mas gondolatmenet is elfogadhatd, feltéve, hogy a versenyz8 részletesen
indokolva megmutatja, hogy n=6 a hatar (tehat igazolnia kell, hogy a kérdéses sokszog hatszog még lehet, de hétszog és annal nagyobb
oldalszdmu sokszog mar semmiképpen nem). Nem fogadhatd el teljes érték(linek, ha a versenyzd a hétszoget kizarja, de a bizonyitas nem
altaldnosithatd n nagyobb értékeire.

8 Az értelmezési tartomdnyra és a rendezés sordn elvégzett atalakitdsokra vonatkozo feltételeket a feladat végén elemezziik. Vastagon
szedve jeldljik az ellen6rzend§ kritériumokat.



Ha a bal oldal nemnegativ, azaz a gyokre késébb majd x < 4 teljesil, akkor mindkét oldalt négyzetre
emelhetjik (az x = a,x = 0 feltételeket mar kikotottik). Azokat a gyokoket, amik ezt a feltételt nem
teljesitik, hamis gyokként el kell majd vetniink. Ezzel a feltétellel négyzetre emelhetiink:

X —a = 4 — 4/x + x, rendezve:

a
=1+
Vx 1

A fenti egyenletnek csak akkor van gyoke, ha a jobb oldal nemnegativ, vagyis @ = —4. Ekkor az
egyenlet gyoke (ami egyben az eredeti egyenlet gyoke is, feltéve, hogy a kordbban kirott feltételek
fennallnak):

(4 pont)®

A fenti megoldas bizonyos esetekben hamis gyokokre vezet, ezek kizdrasahoz ellendrizniink kell a
korabban megallapitott feltételeket.

a) x = 0: minden a-ra teljesiil, hiszen a gyok egy valds kifejezés négyzete
(1 pont)®
2
b) x = a: azt kell megvizsgalnunk, a mely értékei mellett igaz az 1 + g + clt— > a egyenl6tlenség, ami
2
ekvivalens az 1 — % + ?— > 0 egyenlGtlenséggel. Vegylk észre, hogy a bal oldal nem mads, mint

2
(1 - %) , ami egy valds kifejezés négyzete, igy x = a minden a-ra teljesdl.
(2 pont)

c) x < 4: Meg kell vizsgalnunk, hogy az a paraméter mely értékei mellett teljesiti az egyenlet gydke

2
ezt a feltételt. Ehhez az x=1+g+?—24 masodfoku egyenlStlenséget kell megoldanunk.

Rendezés és a masodfokl egyenlet megolddképletének alkalmazasa utan kapjuk, hogy a € [—12, 4],
vagyis amennyiben az a paraméter nem teljesiti a —12 < a < 4 feltételt, akkor a kapott gyokot el
kell vetni.

(3 pont)

d) Teljesilnie kell még az a > —4 feltételnek: amennyiben nem teljesiil, az eredeti egyenletnek nincs
gyoke.

(1 pont)

9 A 4 pont akkor is jar a versenyzének, ha a sziikséges diszkusszid nélkil (helyesen) kiszamolja a gy6kot. Kisebb szamolasi hibakért 1-2
pontot vonjunk le.

10 Az a)-d) ellenérzések mindegyikéért akkor jar a pont, ha a dolgozatbdl kideril, hogy a versenyz6 érdemben és helyesen megvizsgalta a
kérdéses feltételeket. Ha szamitasi hiba kdvetkeztében a versenyz6 ,leegyszer(siti” a feladatot, az elmaradé ellenérzésekért nem jar pont.



Osszefoglalva a fentieket: az eredeti egyenletnek akkor és csak akkor van valés gyoke, ha a €
[—4, 4], ekkor az egyetlen gydk x = (1 + 3)2.
(1 pont)*
Feladat ésszesen: 12 pont'?
G8.

Vegyiink fol egy, az A metszésponton atmené kdzos MqM, szel6t és allitsunk ra merGlegeseket a

korok 04, 0, kozéppontjaibdl. Legyenek rendre T;, T, a merGlegesek talppontjai. Vegyik észre, hogy
|My 4|

04Ty szimmetriatengelye az M; 0, A egyenl6 szari haromszognek, ezért [Ty A| = — Hasonld okok
. M,A| « . « .
miatt |T,A| = l ; l, igy a T3 T, szakasz hossza pontosan fele a My M, szel6 hosszanak. Elegendd tehat

azt vizsgalni, milyen feltételek mellett lesz T; T, maximalis.

(4 pont)®

Tegylik most fel, hogy M;M, nem parhuzamos

M, 5 0,05-vel (vagyis az un. centralissal) és valasszuk

Mz ki az 04Ty, 0,T, szakaszok révidebbikét. Az

altalanossag megsértése nélkiil feltehets, hogy

ez az é&bra szerinti 0,T,. Allitsunk 0,-bél

merGlegest 0,T;-re, legyen ennek talppontja T'.

Vilagos, hogy O,T'T;T, téglalap, tovabba az is

nyilvanvald, hogy a vizsgalt T; T, szakasz hossza

egyezik az 0;0,T'deréksz6gli haromszog

befogdjanak hosszdval. Ha tehat a szel6 nem parhuzamos a centrdlissal, akkor hossza kisebb, mint a

centralis hosszanak kétszerese. A gondolatmenet alapjan az is nyilvdnvald, hogy a T;T; (és igy a

szel6) hossza akkor a lehetd legnagyobb, ha az 0,0, T’ hdromszég elfajuld, azaz a szel6 parhuzamos a
centralissal. Ekkor a szel6 hossza a centralis hosszanak kétszerese.

(4 pont)

Feladat 6sszesen: 8 pont

11 Ragaszkodjunk ahhoz, hogy a versenyzé egyértelm(i, vilagos 6sszefoglalasat adja a meglehet&sen Osszetett diszkusszidnak

'
12 B4r elsére meglepd, de nem véletlen, hogy az x = (1 + E) megoldas kiszamitdsaért a pontszam kb. harmada jar, a tobbi a diszkusszié —

valéban az utébbi a feladat érdemi része
13 Mas gondolatmenet esetén akkor jar a 4 pont, ha a versenyz8 hasonld, a megoldést érdemben elGsegit6 megallapitdst tesz.



