XXV. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Budapest, 2016. marcius 11-15.

Megoldasok
12. osztaly

1. feladat Az ABC szabalyos haromszog koré irt korén a révidebb AB iven kijeloliink
egy M pontot. Bizonyitsa be, hogy AB? >3- AM - M B.
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

1. megoldas: Hasznaljuk az &dbra jeloléseit.
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Q
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Fejezziik ki AB*-et az ABM haromszoghbél a koszinusztétellel: (1 pont)

AB* = AM?* + MB?* —2-AM - MB - cos i,

ahol 4 jeloli az AM B szoget. (1 pont)
Mivel az AM BC négyszog hirnégyszog, és az AC B szdg 60 fokos, ezért u = 120°, és igy
cospu = —1/2. (1 pont)
Innen AB* = AM? + MB*+ AM - M B. (1 pont)
A jobb oldalt atalakitjuk:

AB* = AM?* + MB*>+ AM - MB = (AM — MB)* +3- AM - M B. (3 pont)

Mivel (AM — M B)? > 0, innen a kivant AB? >3- AM - M B egyenl6tlenség adodik.
(2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Az utolsé 3+ 2 pontos rész helyettesithetd a négyzetes és a mértani kozép

[ AM? 4+ M B2
kozotti + > VAM - M B egyenl6tlenségre torténd hivatkozassal is.



2. megoldas: Hasznaljuk az el6z6 megoldas abrajat. Legyen a korilirt kor sugara
r, kbzéppontja O, és fejezziik ki az AM, M B, AB szakaszok hosszat r és a 20 = AOM,
2¢e = MOB, valamint AOB sziogek segitségével. (1 pont)

Az AOB szbg 120 fokos, és igy § + & = 60°. (1 pont)
Az AOM,MOB és AOB egyenl6 szart haromszogekbdl

AM =2rsind, MB =2rsine, AB = 2rsin60° = rv3. (2 pont)
A bizonyitand6 egyenlGtlenség ennek megfelelGen

3r*>3-4-r*sind-sine, azaz > sind - sine. (1 pont)

|

Az ismert trigonometrikus Osszefiiggés alapjan

cos(d — ) — cos(6 + ¢)
5 .

sind -sine =

(2 pont)

A jobb oldalt tovabb alakitva, majd feliilr6l becsiilve a bizonyitandd egyenlGtlenséget
kapjuk:
cos(d — €) — cos 60° < 1-1

06 - 1
sino -sine = =,
2 -2 4

(2 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit.

A X

‘\

Hosszabbitsuk meg az M B szakaszt M-en tul M A hossztusaggal, igy az A’ pontot kapjuk.
Mivel az AM B sz6g 120 fokos, ezért az AM A’ szog 60 fokos, tehat AM = A’M miatt az

AM A’ haromszog szabéalyos, és igy az AA’'B szog is 60 fokos. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy A’ rajta van az AB fol¢ irt (méasik) 60°-os latokoriven. (1 pont)
Ez az ACB iv tiikorképe, sugara tehat szintén 7. (1 pont)



Ez utobbi kor kézéppontjat jelolje O, az O'M egyenes (illetve O' = M esetén, tetsz6leges
aAtmérd) messe ezt a kort az X és Y pontokban. Mivel az M ponton at huzott szel6kon a
szel6darabok szorzata allando, ezért

AM -MB=AM-MB=XM-MY =(r—d)(r+d) =r*—d* <r?

ahol d az O" és M pontok tavolsaga. (3 pont)
Mivel r? = AB?/3, az el6z6 egyenl6tlenségbdl a kivant 3 - AM - MB < AB? dsszefiiggés
adodik. (1 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. feladat Az 6t6s lottén 5 szamot kell megjeldlni az 1,2,...,90 szamok koziil. Peti
egy olyan szelvénnyel jatszik, amelyen az 5 megjelolt szaimban az 1,2,...,9 szamjegyek
mindegyike pontosan egyszer szerepel, és a 0 szamjegy nem fordul els. Petinek szol a
baratja, hogy az aznapi sorsolason ilyen 5 szdmot huiztak ki, de magukrdl a kihazott
szamokrol nem tud semmit sem mondani. Mi a val6észiniisége annak, hogy Petinek legalabb
4 talalata van?

Remeténé Orvos Viola (Debrecen)

Megoldas: Hatarozzuk meg az ilyen tipusi huzasok szamat. Az 6t kihizott szambol
egy egyjegyl, a tobbi kétjegyt. (1 pont)
Ha az egyjegyii szdm a 9-es, akkor a kétjegytieket egymés utan leirva egy 8 kiilonb6z6

szamjegybdl allo szamsorozatot kapunk, ez 8!-féle lehet. (1 pont)

Ha az egyjegyi szam nem a 9-es, akkor 8-féle lehet, a 9-es pedig csak a kétjegyiiek egyes
helyiértékénél szerepelhet, vagyis 4 helyen, a maradék 7 szamjegy 7!-féleképpen tehetd le,
ez Osszesen 8 -4 - 7! = 4 - 8! lehetGség. (1 pont)

Mivel a kétjegyt szamok egymas kozotti sorrendje nem szamit, ezért a fent kapott két
szam Osszegét 4l-sal osztani kell. (1 pont)

8!+ 48! 5 -8l 4!
Innen a lehetséges hiuzasok szama +4| = (= 8400), tehat T annak a valo-
szinfisége, hogy Petinek 5 talalata van. ' ' (1 pont)

Ha Peti egyjegyl szama a 9-es, akkor 4 taldlat agy lehetséges, hogy Peti egyik kétjegyti
szama helyett annak  forditottjat” huztak ki (tehat a két szamjegyet felcserélték), ez
négyféleképpen valosulhat meg. (1 pont)

Emiatt ekkor a 4 talalat 4-szer olyan valoszinti, mint a telitalalat, vagyis a legalabb 4
5 - 4! 1

5.8 5-6-7-8 1680 (1 pont)

Ha Petinél valamelyik kétjegyl szdmban szerepel a 9-es, akkor 4 talalat ugy lehetséges,

hogy Peti valamelyik masik kétjegyti szdma helyett annak ,forditottjat” huztak ki (tehat

a két szamjegyet felcserélték), ez haromféleképpen valosulhat meg. (1 pont)

talalat valoszintisége

Emiatt ekkor a 4 talalat 3-szor olyan valészinid, mint a telitalalat, vagyis a legalabb 4

441 i 1 (L pout)
= = . on
5.8 5.6-7-10 2100 P
(+1 pont)

talalat valoszintsége



Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Ha a feladatot tgy értelmezziik, hogy anélkiil kell megmondani a valészint-
séget, hogy tudnank, hol van Petinél a 9-es, akkor a teljes valoszintiség tétele alapjan az
imént kiszamolt két valoszintiség sulyozott atlagat kell venniink aszerint, hogy a kétféle
feltétel bekovetkezésének mi a valosziniisége. A levezetés alapjan ez az arany 1 : 4, tehat

.y . 1 5.4 4 4.4 1
a kérdéses valoszintiség — - —— + = - —— = ——.
5 5-8 5 5.8 2000

3. feladat Igazolja, hogy 1992 - 2012 - 2016 - 2022 - 2042 + 5° Gsszetett szam.
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Irjuk 4t az osszeg elsé tagjat képezs Sttényezds szorzatot a kovetkezd
alakba:
(2017 — 25)(2017 — 5)(2017 — 1)(2017 + 5)(2017 + 25). (3 pont)

A beszorzasokat elvégezve minden tag oszthato lesz 2017-tel, kivéve a
(=25) - (=5) - (—1)-5-25 = —5°
tagot. (3 pont)
)
szamot kapunk, ami emiatt sziikségképpen Osszetett. (3 pont

)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. feladat Igazolja, hogy ha a P polinom minden egyiitthatoja nemnegativ valés szam,
akkor z > 0 esetén P(x)P(1) > (P(1))%
Kekenidk Szilvia (Kassa)

Megoldas: Legyen P(z) = a,2" + ap_12™ ' + ... + @17 + ag, ahol a; > 0 minden

k-ra. Ekkor
1 n n
P(z)P (—> = Zakl’k : Z a—ﬁ. (1 pont)
t k=0 =0 "
A szorzas elvégzése soran apa,x* ¢ alaki tagok keletkeznek, ahol k., ¢ = 0,..., n. Ha k = ¢,

akkor ebbdl a adodik, kiilonben pedig a k, £ indexek cseréjével parba allithatunk tagokat.

lgy
1 . o1
P(x)P (;) = ,;:0 a; + E gty <$k £+ W) . (3 pont)

0<t<k<n

A szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség alapjan pozitiv z-ekre

_ 1 1
x’fuwm et — =2 (2 pont)



Ebbdl az egyiithatok nemnegativitasanak felhasznélasaval kapjuk, hogy = > 0 esetén

P(z)P (i) > kz_oai +2- Z apay = (kz_o ak> = (P(1))% (3 pont)

0<t<k<n

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjeqyzés: A szamtani és mértani kozepek egyenlGtlenségére vald hivatkozas helyet-
tesithetG azzal, hogy egy pozitiv szam és reciprokanak Osszege legalabb 2.

5. feladat Egy konvex négyszog oldalainak és atloinak hossza racionalis szam. Mutassa
meg, hogy az atlokat a metszéspontjuk racionalis hossziisdgi szakaszokra osztja.
Téth Sdndor (Kisvdrda)

Megoldas: Az abra jelléseit hasznaljuk: az ABCD négyszogben az atlok metszés-
pontja M, az ABM, CBM, CBA és AMB szbogek rendre (31, (o, (5, illetve €. Az AM
szakaszrol latjuk be, hogy a hossza racionalis szam, a t6bbi ugyanigy igazolhato.

C

<

B17 B
A B

Mivel AC' = AM + MC hossza racionalis, elég az AM/MC' aranyrol megmutatni, hogy
racionalis. (1 pont)
Az ABM és CBM haromszdgekre felirjuk a szinusztételt:

AM  sinf; MC sin [y
AB  sine’ BC  sin(180° —¢)’

(2 pont)

A két egyenldséget elosztva, rendezve, és felhasznalva, hogy sine = sin(180° — ¢), kapjuk,

hogy
AM  AB sinf;

= . . 1 t
MC ~ BC sinp, (1 pont)
. e . sinff;y .
Mivel — raciondlis, ezért elég igazolni, hogy — racionalis. (1 pont)
BC sin [y
Az ABC, ABD és BCD racionalis oldalt haromszogekre felirva a koszinusztételt kapjuk,
hogy cos 3, cos B1 és cos (35 is raciondlis. (1 pont)



Felhasznalva, hogy cos 8 = cos(f; + f2) = cos [31 cos P2 — sin [y sin fg, innen adodik, hogy

sin /31 sin B is racionalis. (1 pont)

Tovabba sin? By = 1 — cos? (B, is racionalis. (1 pont)
sin sin [3; sin

Ezért — b _ '612 b is raciondlis, és ezt kellett bizonyitani. (1 pont)
sin (3, sin”® (3,

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

6. feladat Oldja meg az 2° + 2 = 5{/5x — 2 egyenletet a valos szamok halmazan.
Biré Béla (Sepsiszentgyirgy)

1. megoldas: Vezessiik be az y = /bx — 2 segédismeretlent. Ekkor egyrészt y3 + 2 =
= 5z, mésrészt pedig a feladatban szerepls egyenlet az z3 + 2 = 5y alakot 6lti, vagyis az
alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

3
+2 = by,
{x v (3 pont)

y? +2 =5z

Az iménti két egyenletet egymésbol kivonva x — y? = 5(y — ) adodik, amit az 23 — 3> =
= (z — y)(2% + 2y + y*) nevezetes azonossag segitségével alakithatunk tovabb:

(z —y)(z® + 2y +y* +5) = 0. (1 pont)

Itt a szorzat méasodik tényezGje nem lehet 0, hiszen

1\* 3
P ay+y+5= (m+§y> +Zy2+5 > 0,
ezért szitkkségképpen = = . (1 pont)
Az eredeti egyenletnek tehat csak olyan x megoldasai lehetnek, amelyekre © = v/5x — 2,
azaz 13 — bx + 2 = 0, és mivel ebben az esetben z® + 2 = 5x = 5/x — 2, ezért pontosan
az ilyen tulajdonsagu x-ek a megoldasai. (Ezt a pontot akkor is megkapja a versenyzs, ha

a megoldas végén ellendriz. ) (1 pont)
Az 2® — 5x + 2 = 0 egyenletnek az x = 2 gyoke. (1 pont)

Ennek ismeretében
0=a2°-52+2=(z—2)(z*+22 - 1),

ahonnan harom valos gyokét kapunk: 2, —1 + /2 és —1 — /2. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Megjeqyzés: Az 23 —y® = 5(y — ) egyenletet atrendezhetjiik x® + 5x = y> + 5y alakba
is, és ekkor a g(z) = 2® + bz fiiggvény bevezetésével arrdl van szo, hogy g(z) = g(y).
Mivel g két szigoriian monoton nové fliggvény osszege, ezért maga is szigortian monoton
nové (ezt abbol is lathatjuk, hogy ¢'(z) = 32* + 5 > 0), igy sziikségképpen z = y.



xxxxx

bizottsag szandéka szerint az 2 + 2 = 5/5x — 2 egyenlet megoldasa lett volna a cél, a
kotetben leirt megoldasok is erre vonatkoznak. Sajnos, az igy hibdsan kitiizott feladat
gyokeinek a megkeresésére nem is tudunk egzakt modszert. Ezt figyelembe véve a javitas
az alabbi pontozast kovette: Az egyenlet két oldalan szereplé fliggvények helyes grafikonja:
2-2 pont; ennek alapjan csak egy gyok van: 2 pont; ez —3 és —2 kozé esik: 3 pont (+1
pont)=10 pont. Masik lehetdség: Az y = Vx — 2 segédismeretlen bevezetésével az flz) =
23+ 2 és f! fiiggvények kapcsolatanak felirdsa: 3 pont; csak egy gyok létezik 3 pont: ez
—3 és —2 kozé esik: 3 pont (+1 pont)=10 pont.

2. megoldas: Vezessiik be az f: R — R, f(z) = (2°+2)/5 fiiggvényt. Az 23 fiiggvény
szigoriian monoton novekedd, ezért f is az, tehat injektiv. Az y = (2 + 2)/5 egyenletbdl

z-et kifejezve nyerjiik, hogy f~!(y) = /5y — 2. (3 pont)
Ebbél kivetkezSen a feladat egyenlete f(x) = f~'(x) alakba irhato, ami egyenértéki
azzal, hogy f(f(x)) = «. (1 pont)

Ennek pontosan azon xy szamok a megoldasai, amelyekre f(xg) = 2. Ha ugyanis f(xg) <
< xp lenne, akkor f szigori monoton névekedése folytan f(f(zo)) = zo < f(xo), ami
ellentmondés. Hasonléan nem lehetséges f(xg) > zo sem.

Az eredeti egyenletnek tehat pontosan olyan z megoldésai lehetnek, amelyekre (23+2)/5 =

= x. (2 pont)
Innen az el6z6 részhez hasonléan fejezhetjiik be a megoldast. (3 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés. Lényeges, hogy f szigorian monoton ndvekedd, mert csokkend esetben
dltalaban nem igaz, hogy az f(x) = f~'(x) egyenletnek csak olyan megoldasai lennének,
amelyekre f(x) = z.



