XXV. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Budapest, 2016. marcius 11-15.

Megoldasok
11. osztaly

1. feladat Egy haromszog harom oldalanak mérészama, a, b, c ebben a sorrendben egy
mértani sorozat harom egymast kovets tagja. Bizonyitsa be, hogy a? + ¢ < 3ac.
Minda Mihdly (Vic)

1. megoldéas: A haromszog-egyenlGtlenség szerint a+b > césb+c > a,igyb>c—a
6s b > a — ¢, ami azt jelenti, hogy |a — ¢| < b. (2 pont)
Mivel a, b és c egy pozitiv tagli mértani sorozat harom egymast kdvetd tagja, ezért

b =+/ac. (2 pont)

Igy most |a — ¢| < \/ac. (2 pont)

Innen négyzetre emelés (mindkét oldal nemnegativ), majd atrendezés utan a kivant

a? + ¢® < 3ac egyenl6tlenség adodik. (3 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Mivel a haromszog-egyenlGtlenséget szokas gy is kimondani, hogy a héa-
romszog barmely oldala nagyobb, mint a méasik két oldal kiilénbsége, ezért a b > ¢ — a és
b > a — c Osszefiiggések erre vald hivatkozassal is elfogadhatok.

Ha a mértani sorozat hanyadosa ¢, akkor b = aq, ¢ = aq? és a megoldés konnyen atfogal-
mazhato ezekkel a jelolésekkel, a megfelels pontszamok ekkor is jarnak.

2. megoldas: Ha f jeloli az a és ¢ oldalak altal bezart szoget, akkor a koszinusztétel
alapjan a? + c? — 2accos 8 = b2 (2 pont)
Mivel a, b és ¢ egy pozitiv tagii mértani sorozat harom egymast kdvetd tagja, ezért

b= ac. (2 pont)
Igy most a® + ¢® = ac(1 + 2 cos 3). (3 pont)
Mivel cos 8 < 1, ezért a® + c? < 3ac. (2 pont)
) (+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. feladat Egy interneten lebonyolitott bajnoksagon minden résztvevé minden mésik
résztvevével pontosan kétszer jatszott. Egy mérkdzésen a gyGztes 2, a vesztes 0 pontot
kapott, dontetlen esetén mindkét jatékosnak 1-1 pont jart. Az eredménylista Osszeéllitoi
meglepve tapasztaltik, hogy az utolsé helyezett kivételével minden versenyzé pontszama
ugy adodik, hogy a kozvetleniill mogotte végzd pontszamahoz mindig ugyanazt a paros
szamot hozzdadjuk. A gy&ztes 2016 pontot szerzett. Hanyan vettek részt a versenyen?
Téth Sandor (Kisvdrda)



Megoldas: Legyen a résztvevik szama n, ekkor 6sszesen n(n—1) mérkdzést jatszottak,
és igy az Gsszpontszam 2n(n — 1). (1 pont)
Ha az utolso helyezett b pontot ért el, és minden versenyz& d ponttal tobbet kapott,
mint a mogotte végzs, akkor az Osszpontszam ennek a szidmtani sorozatnak az Osszege:

(2b+ (n — Dd)n

5 (1 pont)

Az Gsszpontszam kétféle felirdsat dsszevetve és rendezve 2b = (n — 1)(4 — d) adodik.
(1 pont)
Innen 4 —d > 0 és d parossaga miatt csak d = 2 és 4 lehetséges. (1 pont)
A gy6ztes pontszama 2016 = b+ (n — 1)d, ahonnan b = 2016 — (n — 1)d. (1 pont)
Ezt a 2b = (n — 1)(4 — d) Gsszefiiggésbe beirva és rendezve 4032 = (n — 1)(d 4+ 4) adodik.
(1 pont)
Ide d = 2-t, illetve 4-et behelyettesitve azt kapjuk, hogy a résztvevék szama n = 673 vagy
n = 505. (1 pont)

Ezek valoban megoldasok, mert mindkét létszam esetén megvaldsulhat a pontszamok ko-
zOtt megadott Osszefiiggés:

Ha d = 4, n = 505, akkor megfelel, ha mindenki mindkétszer legy6zi a nala kisebb
rajtszamuakat, ekkor a pontszamok: 0,4, 8, ...,2012,2016. (1 pont)

Ha d = 2, n = 673, akkor megfelel, ha mindenki egyszer megveri a nala kisebb rajtsza-
muakat, a masodik mérkézés pedig mindenhol dontetlen.

Ekkor a pontszamok: 672,674, ...,2014, 2016. (1 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Ha d paratlan is lehet, akkor még d = 1 és d = 3 jon széba. Az elsére n
nem lesz egész szam, a masodikbol n = 577. Erre is teljesithet6k a pontszamokra el&irt
kikotések: Mivel 2b = n — 1, igy 2b + 1(= 577) versenyz$ van, akiknek rendre b, b + 3,
b+ 6, ... , 7Tb(= 2016) pontot kell elérniiik. Az els¢ mérkszésen mindenki gyézze le
a néla kisebb rajtszamuakat, ekkor a kapott pontszamok: 0,2,4,...,4b. Ezért a masodik
mérkdzés soran rendre az alabbi pontszamokat kell megszereznitik: b, b+1,b+2,...,3b. Ez
teljesiil, ha az azonos paritasd rajtszamuaak dontetlenre jatszanak, a kiilonbo6z6 paritastak
mérkézésén pedig a nagyobb rajtszami gyoz.

3. feladat Az ABC derékszogii haromszogben az A cstcsnal levs szog a. Az AB at-
fogohoz tartoz6 magassag az atfogot a D pontban metszi. Az ADC héromszégbe olyan
DEFG négyzetet rajzolunk, amelynek E, F' és G csicsai rendre DC-re, C'A-ra és AD-re
illeszkednek, a C'DB héaromszégbe pedig olyan DHIJ négyzetet, amelynek H, [ és J
csucsal DB-re, BC-re és C'D-re esnek. Jelolje t1 és to a DEFG, illetve a DHIJ négyzet
teriiletét. Bizonyitsa be, hogy

131
ti+ty

Ccosa =

Biré Badlint (Eger)



1. megoldas: Hasznaljuk az &dbra jeloléseit.

C
F E
J 1
t1 to
o
A G D H B

A CDB és az ADC részharomszogek hasonlok, és a hasonlosag aranya

CB
VTolm =tga. (2 pont)
Ennél a hasonloségnél a szoban forgd két négyzet is egymasnak van megfeleltetve,
(1 pont)
ezért teriileteik ardnya a hasonlosag aranyanak négyzetével egyenl6:
= =tg°a. (2 pont)
t
Innen a ty/t; ardnyra a
tg_sin2a_1—(3082a_ 1 1
t;  cosla  cos?a  cos?a
képletet kapjuk, (2 pont)
amelybdl atrendezéssel a feladat allitasa kozvetleniil kovetkezik. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont
2. megoldas: Mivel t; = DF?/2 és ty = DI?/2, (1 pont)
ezért
to DF?
= ) 2 t
ti+t, V DF2+ DI (2 pont)
Az FDI haromszog D-nél derékszogd, igy DEF? + DI? = F1I?. (1 pont)

A DI/DF arany egyenls a CDB és ADC haromszogek hasonlosagi aranyaval, azaz a
CB/CA arannyal. Ezért az F DI haromszog hasonlo az AC'B haromszoghtz. (2 pont)

Emiatt CFI< = «, és igy cosa = DF/FI. (1 pont)
Ezekbdl tehat valoban

) DF? _DF

P— e 77 = cosa (2 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont



4. feladat Az a, sorozatban a; = 1 és a, = n(ay +as+as+...+a,1), han > 2.
Hatarozza meg asp1¢ értékét.

Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)

Szoldatics Jozsef (Budapest)

1. megoldas: Legyen n > 3. Alkalmazzuk (n — 1)-re és n-re a rekurzios Osszefiiggést:

, Ap—1
a1 =Mm—=1)(a1+as+...+an29), gy ar+as+...4+a, 2= -

(2 pont)

Ap—1 n
an=n(ar+ay+...+a, 2+ a,1)=n (n— 1 —l—an_l) = Q- (2 pont)

Ezt az atalakitast tovabb hasznalva teleszkopikus szorzatot kapunk:

n?>  (n—1?% (n-2)? 32
1 .9 Ta_3 g (3 pont)

Ap —

Az egyszertisitéseket elvégezve, felhasznalva az as = 2 értéket a,-et zart alakban tudjuk
kifejezni:
n-n!
5
Tehat asple — 1008 - 2016!. (2 pOIlt)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

Ay —

2. megoldas: Hasznaljuk az S,, = a1 +as+as+...+a, jelolést. Szamoljunk ki néhany
kezdéértéket:

Cl1:1, a2:2, a3:9, a4:48,...
3! 4!

Sy =1, 52:3:?, 53:12:5,.... (1 pont)

(n+1)!

Az a sejtésiink, hogy S, = . Ezt teljes indukcidval fogjuk belatni. (2 pont)

Az Osszefiiggés n = 1-re igaz. Feltételezziik, hogy n = k-ra is teljesiil:

Sk:a1+a2+a3+...+ak:(k;m. (1 pont)
Bizonyitjuk az allitast n = k + 1-re.
A sorozat képzési szabélya és az indukcios feltétel alapjan:
Spr1=a1+as+...+ap+ apy = (k—;l)! +(k+1D(ar+as+...+a,) =
=w+(k+l)-5k:<k;1)!-(1+k+1):(k;2)!. (3 pont)

Ezzel sejtésiinket belattuk.



Felhasznalva a most bizonyitott Gsszefliggést:

n-nl
5

a'n:n'sn—lz

Tehat ag016 = 1008 - 2016!. (2 pOHt)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

5. feladat Jelolje p, az n-edik primszamot (p; = 2,p, = 3,...). Bizonyitsa be, hogy
minden n pozitiv egész szam esetén

1 1 1 1
_l’_

< =,
PPz P2Ps3 PnPny1 3

Bencze Mihdly (Bukarest)

Megoldas: Ha S, jeldli a feladatban szerepld Gsszeget, akkor 57 = 1/6 < 1/3, kiilon-
ben pedig

1 2 2
25, =+ —+... + : (1 pont)
3 paps PnPn+1
Mivel pry1 — pr > 2, ezért (1 pont)
2 2 — a1l — Pn
= 44 <Pz, Pril TP (3 pont)
D2p3 PnPnt1 b2p3 PnPn+1
ahol a jobb oldalt teleszkopikus Gsszegként irhatjuk fel:
— il — Pn 1 1 1 1 1 1 1 1
GERS RS Uk b (N S R A . R = — —— (3 pont)
Dap3 DnPn+1 b2 Pz P3 DPa Pn Pny1 P2 Pnii
Ebbdl kévetkezGen
25, < L + L_2
n 3 p2 - 37
ahonnan a bizonyitandé S,, < 1/3 egyenl&tlenséget nyerjiik. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

6. feladat Az ABCD paralelogramma A csticsan athalado koér az AB, AD oldalakat és
az AC atlét rendre az M, N, illetve K pontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy

AB-AM + AD - AN = AC - AK.

Réka Sandor (Nyiregyhdza)



Megoldas: Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

A M B

A paralelogramma B-nél lev§ szoge is és az AM KN harnégyszog K-nél levd szoge is
180°-ra egesziti ki az A-nél levd szoget, (1 pont)
ezért ABC<< = MKA<+ AKN<Z. Felvehetiink tehat az AC 4tlon egy olyan X pontot,
hogy a BX szakasz az ABC szoget az ABX < = MKA< és XBC< = AKN< részekre
bontsa fel. (3 pont)
Az AM K héromszog és az AX B haromszog hasonlo, mert az A-nal levs szogiik kozos, és
a K-nal, illetve B-nél levd szogiik a konstrukcio folytan egyenld.

Emiatt
AM B AX

AK — AB’
Az AN K héaromszog és a C' X B haromszog hasonlo, mert az A-nél, illetve C-nél levs szo-
giik két valtoszog 1évén egyenld, valamint a K-nal, illetve B-nél levs szogiik a konstrukcio
folytan egyenld.

azaz AB-AM = AK - AX. (2 pont)

Ezért
AN CX .
1Kk = op 7 (CB = AD miatt) AD-AN = AK - CX. (2 pont)
A két egyenlGséget Osszeadva a kivant AB-AM +AD-AN = AK-(AX+CX) = AK-AC
formula adodik. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont



