XXV. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Budapest, 2016. marcius 11-15.

Megoldasok
10. osztaly

1. feladat Egy didk megirt mar néhany dolgozatot, és az utolsé megirasa elétt szamol-
gat: Ha az utolsot 97 pontosra irom, akkor az atlagom 90 pont lesz, ha csak 73 pontra
sikeriil, akkor 87 pont lesz az atlagom. Hany dolgozatot irt eddig a didk, és mennyi volt

az atlagpontszama?
Katz Sandor (Bonyhdd)

1. megoldas: Ha a didk eddig = dolgozatot irt, és az atlaga y pont, akkor xy pontja

van. (1 pont)
Ha az utols6 dolgozatot 97 pontra irja, akkor az atlaga
97
WEIL_ g,
x+1
ha 73 pontra, akkor
xy + 73
= 87. 2 t
poe] (2 pont)

Az egyenleteket rendezve:

xy + 97 = 90x + 90
xy + 73 = 87x + 87. (1 pont)

A két egyenletet kivonjuk egymasbol:

24 =3x+3
r=T. (2 pont)
gy zy = 90z — 7 = 623, y = 623/7 = 89. Tehat a didk eddig 7 dolgozatot irt és az atlaga
89 pont volt. (2 pont)
Ellendrzés: A dolgozatok atlaga (623 + 97)/8 = 90 és (623 + 73)/8 = 87 lehet az utolsd
dolgozat megirasa utan, tehat a megoldas megfelel a feltételeknek. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Ha az utols6 dolgozaton 97 pont helyett 73 pontot szerez a didk, akkor

az Osszpontszama 24-gyel lesz kevesebb. (3 pont)
Az atlag igy 90-r6l 87-re csokken, azaz 3 ponttal lesz kisebb. Ez csak ugy lehetséges, ha
az atlagot 8 dolgozatra szamoljuk. (3 pont)
Tehét eddig 7 dolgozatot irt a didk. (1 pont)
Az utolsé dolgozat frasa el6tt 90 - 8 — 97 = 623 volt az Osszpontszama, az atlaga pedig
623/7 = 89 pont. (1 pont)



Ellenérzés: Ha a 623 ponthoz a 8. dolgozattal 73 pontot szerez a didk, akkor valéban
(623 + 73)/8 = 87 pont lesz az atlaga. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. feladat Hanyféleképpen lehet sorrendbe allitani a RENDETLENUL sz bettit ugy,
hogy ne alljon két E betii egymas mellett? (Minden betiit pontosan egyszer hasznalunk
fel.)

Bdlint Béla (Zsolna)

1. megoldas: ElGszor rendezziik el az E-t6l kiilonb6z6 betiiket, nyolc bettit, koztiik
két-két azonosat: RD T UN N L L. (2 pont)

A 8 betiit 8! féle modon rendezhetjiik sorba, de a két N bettit és a két L betiit egymés
!

kozott feleserélve nem kapunk 1j esetet (ismétléses permutécio), ezért 5.9 lehetSségiink

van ezeknek a betiiknek a sorba rendezéséhez. (3 pont)

Az E bettiket az igy kialakult ,sz0” elé, utana vagy a betiik kozé, tehat 9 helyre tehetjiik
9
le. 9 helybdl kell kivalasztanunk 3-at gy, hogy a sorrend nem szamit. Ez (3) lehetGség.

(3 pont)

8 /9
Ezért 1 3= 10 080 - 84 = 846 720 esetet kapunk. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjeqyzés: A végeredményt elfogadjuk Z |3 alakban, a maximalis pontszamot a

tanulo akkor is megkapja, ha nem szamolja ki ennek az értékét.

2. megoldas: A RENDETLENUL sz6 11 bettibél all, ezek kozott van harom E betd,
két N bett és két L bett. A 11 bettit 11! féle moédon rendezhetjiik sorba, a harom E betfit,
a két N betiit és a két L bettit egyméas kozott felcserélve nem kapunk j esetet (ismétléses

permutacio), ezért i 5 lehetGségiink van ezeknek a betiiknek a sorba rendezéséhez.
(2 pont)

Ezek kozott azok az esetek, amelyekben egymas mellett szerepelnek E betiik, szamunkra

rosszak, amelyeket le fogunk vonni. Ha két E bet( szerepel egymas mellett, akkor tekintsiik

ezeket egy karakternek, a harmadik E betiit pedig egy szimpla jelnek. (2 pont)
10!
Most 10 karaktert rendeziink sorba, koztiik kettG-kett6 azonos. Ilyen eset 5.9 van.
(1 pont)
Ha harom E betii szomszédos, akkor el6bb az ilyen eseteket kétszer szamoltuk, tehat ezek
szamat majd vissza kell adnunk. (1 pont)



9!
Legyen most EEE egyetlen jel, ilyen eset 5.5 val. (2 pont)

11! 10! 9!
3!.2'2—2.24-2.2 = 846 720.
(1 pont)

(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

A feladat feltételeinek megfelel§ sorbarendezések szama

11! 100 9l
. ) 3.2.2 2.2 .—l- 5.2 alakban, a maximaélis
pontszamot a tanul6 akkor is megkapja, ha nem szamolja ki ennek az értékeét.

Megjegyzés: A végeredményt elfogadjuk

3. feladat Adott a stkban két egyméasra merdGleges egyenes, f és g, valamint a g egyenesen
két pont, A és B, amelyek egymastol is és a két egyenes metszéspontjatol is kiillonboznek.
Az f egyenes egy tetszéleges P pontjat az adott pontokkal 6sszekotd egyenesekre merdle-
geseket allitunk az A és B pontokban. Hatarozza meg a merélegesek metszéspontjainak
a halmazat, ha P végigfut az f egyenesen.

Kdntor Sindorné (Debrecen)

1. megoldas: Jeloljiik O-val f és g metszéspontjat. A feladat szerinti M metszéspont
minden olyan esetben el6all, amikor P # O, hiszen ilyenkor PA és PB nem parhuzamos,

és igy a rajuk allitott merdlegesek sem azok. (1 pont)
f ji h
M
P |
L :
0 A T B T

Legyen T az M pont meréleges vetiilete a g egyenesen. Ekkor az AT M, BTM, PAM,
PBM, POA és POB derékszogi haromszogekre a Pitagorasz-tételt folirva

AT? — BT? = (AM? - TM?) — (BM?* — TM?*) = AM? - BM?* =
— (PM? — PA?) — (PM? — PB?) = PB* — PA? =
= (PO*> 4+ OB?) — (PO* + OA*) = OB* — OA?
adodik, ami nem fiigg P valasztasatol. (2 pont)
Azt allitjuk, hogy a T talppontot az AT? — BT? mennyiség egyértelmiien meghatarozza.

Valéban, ha a g egyenes mentén az O, A, B és T pontot rendre a 0, a, b és = koordinata
adja meg, akkor

b’ —a*=0B* - 0A* = AT?> - BT? = (z — a)* — (v = b)* = 2(b — a)x + a* — b?,

3



ahonnan a # b miatt x egyértelmiien kifejezhets:

20° — 2a*
= - - b. 2 t
x 20— a) a+ (2 pont)

Az 6sszes M metszéspont ezért a g egyenesre ugyanabban a T pontban allitott 2 merdéleges
egyenesre illeszkedik. (1 pont)
Ez a T pont az x = a + b Osszefiiggés miatt az O pontnak az AB szakasz felezGpontjara
vonatkozo tiikorképe. (1 pont)
A h egyenesen tetszélegesen kiszemelt M # T pontbol kiindulva a feladat konstrukciojat
P és M szerepcseréjével végrehajtva visszakapjuk P-t. Ezért magat a T' pontot kivéve a
h egyenes minden pontja hozzatartozik a keresett halmazhoz. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Hasznaljuk az 1. megoldas jeloléseit. Ha P # O, akkor az M pont elall,

1 pont
Efalzmin)t az A, B pontok a PM atmérdji korre illeszkednek, hiszen a PM szakasz A-bol
is és B-bdl is derékszog alatt latszik. (2 pont)
Az AB szakasz ennek a kornek hirja, tehat az azt merélegesen felezs j egyenes athalad a
kor kozéppontjan, vagyis PM felez6pontjan. (2 pont)
Ezért M rajta van az [ egyenes j-re vonatkozo tikorképén, a h egyenesen. (1 pont)

Az M pont biztosan kiilonbozik g és h metszéspontjatol, azaz a T ponttol, hiszen a g
egyenesnek a korrel csak két kozos pontja (A és B) lehet. (1 pont)

Megforditva, ha a h egyenesen kiszemelt M pont kiilonbozik T-t61, akkor tekintsiik az A,
B és M (nem kollinearis) pontokon athalado kort, és annak az M-mel atellenes P pontjat.
Ez a P egyrészt illeszkedik f-re, mésrészt P-bdél kiindulva a feladat konstrukcidjaval M-et
szarmaztatja. Ezért a T pont kivételével h minden pontja eléall M-ként. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

4. feladat Legyen az AB atmérdji k; kor egy A-tol és B-t6l kiilonbozé pontja C.
Bocsassunk merélegest a C' pontbol AB-re, a meréleges talppontja T. A C kézéppon-
ta, CT sugaru ko kor a k; kort a D és E pontokban metszi. A DFE és CT szakaszok
metszéspontja M, a CA és DE, valamint a CB és DFE szakaszok metszéspontjai rendre
X és Y. Bizonyitsa be, hogy M X = MY.

Biré Balint (Eger)

Megoldas: Hasznaljuk az dbra jeloléseit.



ko C

FE
Y
A O

T B

Az AB szakasz O felezGpontja a k; kor kozéppontja. A C'O szakasz a két kor kozéppontjat

koti Ossze, ezért merdleges a kozos DE hurra. (2 pont)
Thalész tétele miatt az ABC haromszog C-nél derékszogi. (1 pont)
Az XY C sz6g és az OCA szdg mer6leges szart hegyesszogek, ezért XY C<x = OCA<.
Ugyanigy Y XC< = OCB<. (1 pont)
A C'AO haromszog egyenls szari, ezért OC A< = CAO<. Ugyanigy OCB< = OBC<.

(1 pont)
A CAB szog és a BCT szog mer6leges szart hegyesszogek, ezért CAB< = BCT<.
Ugyanigy ABC< = TCA<«. (1 pont)
Az egyenlGségeket Osszevetve MY C<t= MCY < és MXC< = MCX< kovetkezik,

(1 pont)
ami azt jelenti, hogy a CXM és a CY M haromszogek egyenls szartak. A szarak egyen-
16sége folytan MX = MC = MY. (2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

5. feladat Bizonyitsa be, hogy n + 1 darab kiilénb6z46, 2n-nél kisebb pozitiv egész szam
koziil kivalaszthato harom kiilénb6z6 gy, hogy ezek koziil ketts Osszege megegyezzen a
harmadikkal.

Bencze Mihdly (Bukarest)

Megoldas: Legyen az adott n + 1 szam: a3 < as < ... < a,y1. Képezzik az a; — aq,
az — ai, ..., 0,11 — a1 szamokat, amelyek kiilonbozGek, pozitivak és kisebbek, mint 2n.
(3 pont)

Tekintsiik a kdvetkez6 2n darab, 2n-nél kisebb pozitiv egész szamot:

g, a3, ...,0p41,02 — G1,43 — A1, ...,0p41 — A1. (2 pont)
A skatulyaelv szerint ezek koziil ketté megegyezik. (1 pont)
A feltételekbdl kovetkezik, hogy az egyik szam az as, as, ..., a,.1 szamok koziil valo, a
masik pedig az ay — ay,a3 — ay, ..., a, 11 — a1 szdmok koziil. (1 pont)

Legyenek ezek ay és a,, — a;. Ekkor ay = a,, — a1, azaz teljesiil, hogy

ag + a1 = ap,. (2 pont)



Ezzel a feladat allitasat belattuk.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

6. feladat Képezziik az {1,2,3,...,2016} halmaz minden nemiires részhalmazat. Az egy
részhalmazban 1év6 szdmokat szorozzuk Ossze és vegyiik a szorzat reciprokit, majd ezeket
adjuk ossze. (Ha a halmaz egyelemi, akkor egytényezGs szorzatnak tekintjiik és ennek
vessziik a reciprokat.) Mekkora az igy kapott Gsszeg?

Kdantor Sdndor (Debrecen)

1. megoldas: Jeloljiik A,-nel az {1,2,...,n} halmaz esetében az igy elkészitett Ossze-
get.
1 1 1
A =1 Ay=-4+-+—=2
1 9 2 1 + 92 + 1.9 )
1 1 1 1 1 1 1
A3 = -+ -+ + + + 3. (2 pont)

123 1-21.3 2.3 1-2.3
Az a sejtésiink, hogy minden n > 0 természetes szadm esetén A, = n, igy Asgie = 2016.
Teljes indukcidval bizonyitjuk allitasunkat. (1 pont)
A sejtés n = 1-re igaz. Feltételezziik, hogy n = k-ra is teljesiil:
1 1 1 1
Ap=-4+-+—+...+— =k 1 t
T R T R PO Sy (1 pont)
Bizonyitjuk az allitast n = k + 1-re:

1 1

Api1 = A+ —+ Ay - . t
b= A T T (3 pont)
Felhasznéljuk az indukcios feltételt:
1 1 k41

Apo1=k4+—+k - —=k+——=k+ 1. 2 t
S i L i T (2 pont)

Ezzel sejtésiinket belattuk. Tehat a keresett 6sszeg valoban 2016.
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Jeloljiik A,-nel az {1,2,...,n} halmaz esetében az igy elkészitett Gssze-
get. Ez az Osszeg egy tobbtényezGs szorzat zarojelfelbontas utani alakjara emlékeztet.
(2 pont)

Val6ban, ha az alabbi szorzatban minden tagot minden taggal szorozva felbontjuk a z4-
rojeleket, akkor az A,-nél 1-gyel nagyobb szamot kapunk:

An+1:(1+1)(1+%>(1+%)-...-(1+%>. (3 pont)

A zarojeleken beliil k6z6s nevezére hozva:




tehat A, = n. (3 pont)
A feladat kérdésére Aggis a valasz, amelynek az értéke a fentiek alapjan 2016. (1 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont



