XXV. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Budapest, 2016. marcius 11-15.

Megoldasok
9. osztaly

1. feladat Nevezziink egy szamot primosszegiinek, ha a tizes szamrendszerben felirt szam
szamjegyeinek Osszege primszam. Legfeljebb hany primosszegt szam lehet 6t egymast
koévets pozitiv egész szam kozott?

Roka Sandor (Nyiregyhdza)

1. megoldas: Az 6t szam kozott van harom olyan, amely ugyanabba a tizes blokkba

tartozik. (3 pont)
Ez a hdrom szam egymastol csak az utolso szamjegyben kiilonbozik, a szamjegyosszegeiket
kiszamolva tehat harom egymast kovetd szamot kapunk. (2 pont)

Héarom egymaést kévetd szam nem lehet mind primszam, tehat az ugyanabba a tizes blokk-
ba tartoz6 harom szam nem lehet mind prim. Ezért az 6t egymast kovets egész szam kozott
legfeljebb négy primdosszegii szam lehet. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kévets egész szam, amelyek kozott négy prim-

Osszegl szam van. Ilyenek példaul: 199, 200, 201, 202, 203, ahol a szamjegydsszegek rendre
19,2, 3,4, 5; vagy 197,198,199, 200, 201, ahol a szamjegytsszegek rendre 17,18, 19,2, 3.

(2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Egy szdm szamjegyosszege 3-mal osztva ugyanannyi maradékot ad, mint
maga a szam. Ot egymast kovet§ szam szamjegyosszegei kozott tehat mindig van 3-mal
oszthato. (1 pont)

Ha a 3-mal oszthato szdmjegyosszeg nem prim, akkor legfeljebb négy primésszegii szamunk
lehet. Mind az 6t Osszeg csak tugy lehet prim, ha a 3-mal oszthato szdmjegydsszeg a 3.

(1 pont)
Egy n szam szamjegyosszege haromféleképpen lehet 3: egy 3-as utan valahany 0; egy 2-es,
egy l-es és valahany 0; vagy harom 1-es és valahany 0. (1 pont)

Az n végzddése tehat 0,1,2 vagy (n = 3 esetén) 3.

Ezért n 4+ 1 szdmjegyosszege mindegyik esetben 4 (hiszen nem torténik tizes atlépés),

vagyis nem prim. Mind az 6t Osszeg csak tgy lehet prim, ha n az 6tédik helyen all6 szam.
(2 pont)

Az 6t6dik helyen all6 n szam nem lehet a 3, mert akkor a szamok kozott negativ szamok

is lennének.

Minden més esetben n legalabb kétjegyd. A harommal oszthaté n — 3 szam végzidése 7,

8 vagy 9, szamjegyeinek Osszege nem lehet 3, ezért nem prim. (2 pont)



Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kovets egész szam, amelyek kozott négy
primdsszegii szam van. Ilyenek példaul: 199, 200, 201, 202, 203, ahol a szdmjegyOsszegek
rendre 19, 2, 3, 4, 5; vagy 197, 198, 199, 200, 201, ahol a szamjegyosszegek rendre 17, 18,
19, 2, 3. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Két egymast kdvet§ szam szamjegyosszege tizes atlépéskor lehet azonos
paritasa (pl. 9, 10 vagy 19, 20), maskor mindig kiilénb6zd, mert csak az utolsé szamjegy
kiilonbozik 1-gyel. Ot egymast kovetd szam szamjegyosszegei kozott ezért mindig van
legalabb két paros. (2 pont)
Ez a két paros szam csak gy lehetne egyardnt prim, ha mindegyikiik 2. Egy n szam
jegyeinek Osszege kétféleképpen lehet 2: egy 2-es utan valahany 0; vagy két 1-es és valahany
0. (1 pont)
A szam végz6dése tehat 0,1 vagy (n = 2 esetén) 2.

Ha n = 2, akkor az n + 2 = 4 is a szamok kozott van, amely nem prim.
Minden mas esetben az n + 1-t6l n + 4-ig terjed6 szamok szdmjegyosszege nagyobb, mint
az n szamjegyosszege. Az n — 4-t6l n — 1-ig terjedd szamoknak vagy 1 a szamjegyosszege,
vagy pedig jegyeik kozott van 6, 7, 8 vagy 9, egyik esetben sem lehet az Osszeg 2.
Nincs tehat n — 4-t61 n + 4-ig més olyan szdm, amelyben a szamjegyosszeg 2.
Ezért az 6t egymast kovetd egész szam kozott legfeljebb négy primdésszegi szam lehet.
(4 pont)
Megmutatjuk, hogy létezik 6t olyan egymast kovets egész szam, amelyek kozott négy
primdsszegi szam van. Ilyenek példaul: 199, 200, 201, 202, 203, ahol a szdmjegyosszegek
rendre 19, 2, 3, 4, 5; vagy 197, 198, 199, 200, 201, ahol a szamjegyosszegek rendre 17, 18,
19, 2, 3. (2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. feladat Melyek azok az x egész szamok, amelyekre 22 + 3z + 24 négyzetszam?
Szabé Magda (Zenta—Szabadka)

1. megoldas: Keressiik az 22 + 3z + 24 = y? egyenlet egész megoldasait. Ezt 4-gyel
szorozva: 4z? + 122 + 96 = 4y*. (2 pont)

Atrendezve:

(27 + 3)* + 87 = 49°
(27 + 3)* — 4y* = —87.
Szorzatta alakitva:
(22 4+ 3 —2y)(2z + 3+ 2y) = —87. (2 pont)

A 87 osztoi +1, £3, +29, +87, a két tényez6 ezek koziil keriilhet ki. Feltehetjiik, hogy
y pozitiv, ekkor a masodik tényezd a nagyobb. Megoldandok tehat a kovetkezd egyenlet-
rendszerek:

2043 -2y =—1 20 +3—-2y=-3
2z + 3+ 2y = 87, 20 + 3+ 2y = 29,



20 +3 -2y = -29 20 +3 -2y = =87
{x Y {x Y (3 pont)

20+ 3+ 2y = 3, 20 +3+2y=1.

Ezek megoldasa rendre:

z =20 r=2>5 r=-—8 r=—23
(y=22), (y=8), (y=3), (y = 22).

A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Keressiik az 22 + 3z + 24 = y? egyenlet egész megoldésait. Ezt 4-gyel
szorozva: 4z? + 122 + 96 = 4y°. (2 pont)

Atrendezve:

(27 + 3)* + 87 = 4y?
4y* — (27 + 3)* = 87.

Két négyzetszam kiilonbsége 87. Tudjuk, hogy az egymast kdvetd négyzetszamok kiilénb-
ségei a paratlan szamok, 87 tehat valahany egymaést kovets paratlan szam Osszege.
(2 pont)
A 87 pératlan, tehat paratlan darab pératlan szamot keresiink, ezek Osszege oszthaté a
tagok szamaval. A 87 oszt6i 1,3,29,87. A tagok szama lehet 1 és lehet 3, de 29 vagy 87
nem lehet. (2 pont)
Egy tag esetén: 87 = 442 — 432, ekkor 2x + 3 = 43, azaz x = 20; vagy 2x + 3 = —43, azaz
r = —23.
Harom tag esetén: 87 = 27 + 29 + 31 = 162 — 132, ekkor 2z + 3 = 13, azaz x = 5; vagy
20+ 3 = —13, azaz x = —8.
A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(3 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. megoldas: Keressiik az 22 +3x+24 négyzetszamot (v +k)? = 22+ 2kx+k? alakban.
Ekkor 3z + 24 = 2kz + k?. Atrendezve: x(2k — 3) = 24 — k2, vagyis 2k — 3 | k? — 24.

(3 pont)

Ekkor 2k — 3 | 2k? — 48 kovetkezik, és 2k — 3 | 2k? — 3k is nyilvan igaz. Ezekbdl 2k — 3 |

| 48 — 3k, ezért 2k — 3 | 96 — 6k. Ugyanakkor 2k — 3 | 9 — 6k, tehat 2k — 3 | 96 — 9 = 87.

(4 pont)

A 87 osztoi +1, —1, +3, =3, +29, —29, +87, —87, ezek koziil keriilhet ki 2k — 3. Ekkor

k értéke rendre 2, 1, 3, 0, 16, —13, 45, —42, innen x értéke rendre 20, —23, 5, —8, —8, 5,

93, 20.

A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.

(2 pont)

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont



4. megoldas: Keressiik az 22 + 3z + 24 = y? egyenlet egész megoldasait. Atrendezve:
2?2 + 3z + (24 — y?) = 0. A masodfoki egyenlet megoldoképlete alapjan

—3+/9—-4(24 —y?) 34 \/4y2 8T

T = = .
2 2
Igy x csak akkor lehet egész, ha 4y? — 87 négyzetszam: 4y — 87 = n?. (3 pont)
Atrendezve:
4o —n? = 87
(2y —n)(2y +n) = 87. (1 pont)

Feltehetjiik, hogy vy és n pozitiv, ekkor a masodik tényez& a nagyobb, és pozitiv. A 87
pozitiv osztoi: 1, 3,29, 87. Megoldandok tehat a kovetkezd egyenletrendszerek:

2y—n=1 2y —n =3
{y {y (3 pont)

2y +n = 87, 2y +n = 29.

Ezek megoldasai rendre: y = 22, ekkor © = —23 vagy x = 20; illetve y = 8, ekkor x = —8

vagy T = o.
A keresett x egész szamok —23, —8, 5, 20. Ezek valoban megoldasai az egyenletnek.
(2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

3. feladat Bizonyitsa be, hogy az
(n® + n)(n* + Tn + 6)(n* + Tn + 10)(n* + Tn + 12)

kifejezés minden egész n esetén oszthato 2016-tal.
Nagy Piroska Mdria (Dunakeszi)
Szoldatics Jozsef (Budapest)

1. megoldas: Alakitsuk szorzatta a tényezdGket: (1 pont)

n?+Tn=n(n+7)
n+Mm+6=n*>+n+6n+6=n+1)(n+6)
n*+7n+10=n*+2n+5n+10 = (n+2)(n +5)

n+Tn+12=n>+3n+4n+12 = (n+3)(n +4). (2 pont)

A kérdéses kifejezés tehat n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)(n + 6)(n + 7) alakban
irhato. Ez 8 egymast kovets egész szam szorzata. (1 pont)
Belatjuk, hogy a szorzat oszthato 2° - 32 - 7 = 2016-tal. (1 pont)
A 8 egymaést kdvets szam kozott biztosan van 7-tel oszthato, igy a szorzat oszthatod 7-tel.
(1 pont)

Van kozottiik legalabb 2 darab 3-mal oszthato, igy a szorzat oszthaté 3%-mel. (1 pont)



Van 4 darab péaros szam és van 4-gyel is oszthato, ezzel megvan a hidnyzo 2-es primtényezd,

igy a szorzat oszthato 25-nel. (2 pont)
A kifejezés tehat oszthatd 2016-tal.

(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Belatjuk, hogy a szorzat oszthaté 2016 = 2° - 32 - T-tel. (1 pont)

Vizsgaljuk sorban a 2°, 32, illetve 7 tényez6kkel valo oszthatosigot.

Mivel n? és 7n azonos paritisi, mind a négy tényezs paros. Az n? + Tn és n?> + 7n + 6
kiilonb6z6 maradékot adnak 4-gyel osztva, egyikiik tehat 4-gyel oszthato, ezzel megvan a
hidnyzo 2-es primtényezd, igy a szorzat oszthatd 25-nel. (2 pont)
Ha n = 3k alaku, akkor n? + 7Tn és n? + Tn + 6 egyarant oszthato 3-mal, igy a szorzat
oszthato 3%-nel.

Ha n = 3k — 1 alakd, akkor n?-nek a 3-as maradéka 1, 7n-nek a 3-as maradéka —1. Az
n? + Tn és n? + Tn + 6 tehat ilyenkor is oszthaté 3-mal, igy a szorzat oszthatd 3%-nel.
Ha n = 3k + 1 alaki, akkor n? +7n+10 = 9k? + 6k 4+ 1+21k +7+10 = 9k + 27k + 18 =

= 9(k? + 3k + 2), ez 9-cel oszthato, igy a szorzat is oszthato 3%-nel. (3 pont)
A T-tel valo oszthatosag szempontjabol elég az n?, n? + 6, n? + 10, n? + 12 szdmokat
vizsgalni.

Ha n = 7k alakt, akkor n? oszthato 7-tel.
Ha n = 7k 4+ 1 alaki, akkor n?-nek a 7-es maradéka 1, tehat n? 4 6 oszthato 7-tel.
Ha n = 7k &+ 2 alaki, akkor n?-nek a 7-es maradéka 4, tehat n? + 10 oszthato 7-tel.
Ha n = Tk &+ 3 alaku, akkor n?-nek a 7-es maradéka 2, tehat n? + 12 oszthato 7-tel.
(3 pont)
A kifejezés tehat oszthato 2° - 32 - 7 = 2016-tal.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. feladat Egy egyenl6 szarta haromszoég alapon fekvs szogének felezGje kétszer olyan
hosszi, mint a szarak szogének felezGje. Mekkorak a haromszog szogei?
Katz Sandor (Bonyhdd)

1. megoldas: Legyen a szoban forgd ABC héromszoghen AC = BC, valamint AD és
C'FE a két szogfelez§ szakasz, a feltevés szerint AD = 2-CE. Legyen a = BAC< = CBA<.

F

A E B

Allitsunk merdlegest az AB alapra az A pontban, jelolje F' ennek metszéspontjat a BC
egyenessel. Mivel az F pont felezi az AB szakaszt, a parhuzamos szelk tétele miatt (vagy
az EBC és ABF haromszogek hasonlosaga folytan) FA =2-CE. (3 pont)

3



Az FAD héaromszog tehat egyenls szara, és ezért AFD< = ADF<. (2 pont)

Ezek a szogek a-val kifejezhetSk az ABF és az ABD haromszog szogosszegét felhasznalva:

AFD<=90°—«, illetve ADF< = % +a. (2 pont)

Az a szogre ezekbdl a 90° —a = (3/2)a egyenletet kapjuk, ahonnan o = 36°. A haromszog
szOgei tehat 36°, 36° és 108°. (2 pont)
(+1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Hasznaljuk az 1. megoldasban bevezetett A, B, C, D, E és a jeloléseket.
Tiikrozziik a haromszog C' cstcsat az AB alapra, a tiikorképet jelolje C’. Ekkor AC" || C'B,
igy az AC'DC négyszog trapéz. (1 pont)

o4

A feltétel szerint AD =2 - CE = CC’, ezért az AC'DC trapéz két atloja egyenls, vagyis
szimmetrikus trapézrol van szo. (2 pont)

Szimmetrikus trapézban az atlok egyenl szogeket zarnak be az alapokkal, ezért C’AD< =
= AC'C«. (2 pont)

Ezek a szogek a-val kifejezve:
C'AD<g =C'AB< + BAD<q = a + % és AC'Ca=ACC'«=90°—a, (2 pont)

ahonnan (3/2)a = 90° — «, azaz o = 36°. A haromszog szogei tehat 36°, 36° és 108°.
(2 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

5. feladat Adva van a sikban 2016 olyan pont, hogy minden pontharmasbol kivalaszthato

két pont, amelyek 1 egységnél kisebb tavolsagra vannak egymastol. Bizonyitsa be, hogy

létezik olyan egységsugariu kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.
Badlint Béla (Zsolna)

1. megoldas: Ha a pontok kozott nincs két olyan pont, amelyek tavolsaga legalabb
1, akkor készen vagyunk, a megadott pontok koziil barmelyik koriil rajzolt egységsugari
kor megfelel. (2 pont)

Ha az A és B pontok tavolsaga legalabb 1, akkor tekintsiik az A, illetve B kozéppontu
egységsugaru koroket. (2 pont)



Ha egy C' pont egyik korben sincs benne, akkor az ABC' pontharmas ellentmond a feladat
feltételeinek. (2 pont)

A 2016 pontnak tehat mindegyike benne van a két kor koziil legalabb az egyikben. Nem
lehet mindkét korben 1008-nal kevesebb pont. (Legalabb) az egyik kor tehat legalabb 1008
pontot tartalmaz. (3 pont)

Létezik tehat olyan egységsugart kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Legyen A a 2016 pont egyike. Tekintsiik az A koriili egységsugaru kort.

Ha ebben van legalabb 1008 pont, akkor készen vagyunk. (2 pont)
Ha nincs, akkor legyen B és C két pont a koron kiviil 16vs legalabb 1009 pont koziil.

(2 pont)
Mivel AB és AC nagyobb 1-nél, a feladat feltétele szerint BC' < 1. (2 pont)
Ugyanigy barmely két kiviil 1év pont tavolsaga 1-nél kisebb. A kiviil 1év6 pontokat ezért
tartalmazza példaul a B koriili egységsugara kor. (3 pont)

Létezik tehat olyan egységsugart kor, amely a 2016 pont koziil legalabb 1008-at tartalmaz.
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont

6. feladat Az x1, zo, 23, ..., x, szamok mindegyikének értéke +1 vagy —1. Bizonyitsa be,
hogy ha

T1ToX3Ty + ToX3Tals + T3T4T5TE + - - . + Ty 1T X1 T2 + TpT12223 = 0,

akkor az n szam 4-gyel oszthato.
Kekendk Szilvia (Kassa)

1. megoldas: Az 6sszeg mindegyik tagja +1 vagy —1. (1 pont)
Nézziik meg, mi torténik, ha az egyik szam, z; elGjelét megvaltoztatjuk. (2 pont)
Az x; szam az O6sszeg négy tagjaban szerepel, ezen tagok elGjele fog megvaltozni.

Ha mind a négy tag azonos elGjelt, az 6sszeg (valamelyik iranyban) 8-cal valtozik.
Ha harom tag azonos el6jeld és a negyedik kiilonb6z6, akkor az dsszeg (valamelyik irany-
ban) 6 — 2 = 4-gyel valtozik.
Ha két-két tag pozitiv, illetve negativ elGjeld, az 6sszeg nem valtozik. (3 pont)
Az egyes szdmok elGjelének megvaltoztatasa tehéat az dsszeg 4-es maradékat nem befolya-
solja. Ha minden szam értékét +1-re valtoztatjuk, az Osszeg értéke n lesz. Mivel az 0sszeg
eredetileg 0 volt, azaz 4-gyel oszthato, n is oszthatd 4-gyel. (3 pont)
(+1 pont)
Osszesen: 10 pont



