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12. osztaly

1. feladat: A szabélyos hatoldald csonka giila alapélei a és b ( a > b ). A csonka gila oldal-
feliilete megegyezik az alaplapok teriiletének 6sszegével. Hatdrozd meg a csonka giila magassagat!
Angyal Andor (Szabadka, Vajdasdg)

Megoldéas: Mivel a csonkagila oldalfeliilete megegyezik az alaplapok teriiletének Gsszegével,
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ahol h a csonkagula oldalmagassaga. Rendezés utan azt kapjuk, hogy
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Ha H-val jeloljiik a csonkagila testmagassagat, akkor a Pitagorasz-tétel alkalmazasaval a
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egyenléséghez jutunk, ahonnan a kovetkez6 médon kapjuk meg a keresett magassagot:
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Gyokvonds utan adodik, hogy H = .
a+b

2. feladat: Egy 9 x 9-es négyzetrdcsba beirtuk a szamokat 1-t61 81-ig. Bizonyitsd be, hogy

a szamok barmely elrendezédése mellett van két olyan szomszédos négyzet, amelyben a szamok

kozotti kiilonbség legaldbb 6. (Szomszédosnak tekintjiik azokat a négyzeteket, amelyeknek kozos
oldaluk van.)

Béres Zoltdn (Szabadka, Vajdasdg)

Megoldas: Tekintsiik azt a két négyzetet, amelybe az 1-es és a 81-es van beirva, és keressiik
a legrovidebb utat a szomszédos négyzeteken keresztiil a két szam kozott. Figyeljik meg, hogy
ezen az Uton, hany ,,1épéssel” tudunk végigmenni.

1. eset. Az 1-es és a 81-es a két atellenes sarokban van. Ekkor a legrovidebb 1t a két négyzet
kozott 16 1épésbél all (8 jobbra és 8 balra), és létezik két ilyen 1t is, amelyeknek nincs kozos
négyzetik.

Ha feltessziik, hogy nincs 5-nél nagyobb kiilonbség a szomszédos mezok kozott, akkor az 1t
négyzeteibe irt egyetlen lehetséges szamsor az 1, 6, 11, 16, 21,..., 71, 76, 81, ahol a szomszédos
szamok kozotti kiilonbség mindig 5. Ekkor a maésik it, mely ezeket a szdmokat nem tartalmaz-
hatja, sziikségképpen tartalmaz egy 5-6snél nagyobb lépést, mivel a méasodik szdm csak 6-nal
kisebb lehet, és a tovabbi lehetd legnagyobb, 5-6s 1épésekkel sem érheti el a 81-et.



2. eset. Az 1-es és a 8l-es nem a két dtellenes sarokban van. Ekkor a legrovidebb 1t a két
négyzet kozott rovidebb, mint 16 1épés. Ha feltessziik, hogy nincs 5-nél nagyobb kiilonbség a
szomszédos mezok kozott, akkor legfeljebb 15 1épésbdl az elérhetd legnagyobb szam a 76, igy
nem érhetjiik el a 81-et.

3. feladat: Ha « hegyesszog, akkor bizonyitsd be, hogy teljesiil az

1 1
<1+ . )-<1+)23+2\/§
Sin & COS &

Csikds Pajor Gizella (Szabadka, Vajdasdg)

egyenl6tlenség!

Megoldas: Végezziik el a kovetkezo atalakitasokat, alkalmazva a szdmtani és mértani koze-
pek kozotti Osszefiiggést, valamint azt, hogy |sinz| < 1:
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4. feladat: Oldd meg a kiévetkez6 egyenletet a valés szamok halmazan:

2z + 1)/ (2x — 1)3 + 162* = 2z(dx — 1).

Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti, Erdély)

1. megoldas: Az egyenlet értelmezett, ha x € [%, oo). Az egyenletet balra rendezziik, majd
1 hozzadadaséaval és kivonasaval a

2z —1)+ (22 +1)(2z — 1)v2z — 1 + (162* — 822 +1) =0,
illetve )
(V2z —1)" + (42? = 1)vV2r — 1+ (42* = 1) =0

alakra hozzuk. A valés szdmok halmazan az a? & ab + b> = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
a = b = 0. Esetiinkben keressiik a v/2x — 1 = 0 és 422 — 1 = 0 egyenletek kozos megolddsat és
ez T =g

2. megoldas: Az egyenlet értelmezett, ha 2z — 1 > 0, vagyis « € [%, oo). Alkalmazzuk az
egyenletre a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat:

(22 — 1)+ 2z +1)(2z — 1)v2z — 1 4 (162" — 822 +1) =0
2z —1)+ (2x+1)(2z — 1)vV2z — 1+ (42> - 1)* =0

2z -1+ 2r+1)2x - 1DvV2z —1+ (22 - 1)*)2r +1)* =0
(22 —1)[1+ 2z +1)v2z — 1+ (22— 1)(2z + 1)*] = 0.



Minden z >  esetén 1+ (2z+1)v/2x — 1+ (2z—1)(2z+1)? > 1, tehat csak 2z — 1 lehetséges,

azaz r = —.
2

5. feladat: Oldd meg a kovetkezo egyenletet a valés szamok halmazéan:
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Bence Mihdly (Brassd, Erdély)

Megoldas: Mivel nemnegativ értékekre az f(x) = 2% + 2?2 fiiggvény szigorian monoton
novekvo, ezért nemnegativ értékekre injektiv is. Felhaszndlva ezt a jelolést az adott egyenlet

ekvivalens az
241
oo o+ 8) -1 (557
f<0g2 v +V2)) =f 22 +2
egyenlettel, ahonnan az f fliggvény injektiv tulajdonsdga miatt kévetkezik, hogy
2 +1
oy (227 +v2) = V2T
0gy (227 + V2 210
Mivel (\/ 2 4+1-— 1)2 > 0, ahonnan kovetkezik

2 4+1-2vVa2+14+1>0,

valamint
22 4+2-2v/22+1>0,

illetve a
/12 +1<2?+42

egyenl6tlenség, igy érvényes, hogy

z2+1 1, 1
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Ebbél adodik, hogy csak a 27:2 =3 egyenl6ség lehetséges. Ekvivalens atalakitdasokkal meg-
x

kapjuk, hogy
2Va2+1 =2 +2,

ahonnan négyzetre emelve mindkét oldalt a
4(z? +1) = (2 +2)?
egyenlet kovetkezik. Elvégezve a miiveleteket, majd rendezve a kapott kifejezést adédik, hogy
4o + 4 =zt + 422 + 4,

illetve 2* = 0, amely egyenlet egyetlen megoldasa x = 0.




6. feladat: Egy AB = 42 cm és egy C'D = 58 cm hosszu szakasz « szog alatt metszi egymast
az O pontban. Mekkora a szakaszok végpontjaival (mint csicsokkal) alkotott ACBD négyszog
.. . a 3
pontos teriilete, ha tudjuk, hogy tg — = =7
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Gecse Frigyes (Kisvdrda, Magyarorszdg)

Megoldas: Legyenek E, I, G, H az ABC D négyszog oldalainak felez6pontjai. A megszdmozott
alakzatok teriiletét jeloljiik t-vel, megfelel¢ indexszel ellatva.

A keresett tggcp teriiletre fennall a tapcp = t1 +to + ... +t11 + t12 egyenléség. Az EFGH
négyszog paralelogramma, mert egy-egy oldalparja parhuzamos egy megfelel$ adott szakasszal.
Mint haromszogek kozépvonalai

EH - %E:zl em, G — %@:29 e,

Tudjuk (ha nem a paralelogrammara, akkor a hdromszogre vonatkozéan), hogy
terag = FH - HG -sina = 21-29 - sina.

A haromszogek kozépvonalainak és a paralelogramma atléinak tulajdonsagait felhasznédlva adédik,
hogy t1 = tg + t7, to = tg +tg, t3 = 19 + t11, t4 = t5 + t12. Innen

tergg =t1 +tot+its+ty=ts+te+... +t12=21-29 -sina.

Ennélfogva
tapep =2(t1 +ta +t3+t4) =2-21-29 -sina.
Az ismert
: 2tg 5
SIn o« = PE——

képlet alapjan (ha nem ismerjiik, vezessiik le) adédik, hogy

3
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sina = = —.
1+2 29

Végiil tapcp =2-21-29- 35 =2-212 = 882 cm”?.



