24. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Szabadka, 2015. dprilis 8-12.

11. osztaly

1. feladat: Legyen P(x) egész egyiitthatds polinom. Tudjuk, hogy a P(z) polinom helyet-
tesitési értéke 2015 kiilonbozo egész értékre 2014-et ad eredményiil. Bizonyitsd be, hogy nincs
olyan x( egész szam, amelyre P(xg) = 2016 teljesiil!

Kantor Sindor (Debrecen, Magyarorszdig)

Megoldas: A P(z) — 2014 polinom gyoktényezds alakja
P(z) — 2014 = g(z)(x — x1)(x — x2) ... (¥ — T2015),

ahol z; (i =1,2,...,2015) kiilonb6z8 egész szdmok, és g(x) egész egyiitthatés polinom. Ha egy
egész wo-ra P(xg) = 2016, akkor

P(.’ﬂo) — 2014 = 2 = g(xo)(l'o — xl)(xo — 1’2) e (iCO — £C2015)

ellentmondds, mert 2 nem {rhaté fel ennyi kiillonb6z6 egész szam szorzataként (legfeljebb g(xo)
egyezhet valamelyik (zg — x;)-vel).

2. feladat: A hegyesszogii ABC haromszogben legyen D pont a C' csiicsbdl hizott magassag
talppontja dgy, hogy AD = BC érvényes. Ha L pont a D pontbdl hizott merdleges talppontja
az A csicsbdl szerkesztett magassdgra, akkor igazold, hogy a BL az ABC< szbgfelezbje!

Ripcé Sipos Elvira (Zenta, Vajdasdg)

Megoldas: Mivel DAL = 90° — ABC< = BCD<« és AD = (CB, a két derékszogl
héromszog, ALDa és BCDa, a szég-oldal-szdg egybevagdséagi tétel alapjan egybevagd, és ezért
befogéik is egybevagdak, azaz LD = BD. Az LBDA tehat egyenl6 szari és DLB<t = DBL<.

Ezek alapjan
180° = LAB<+ ABL<t+ BLA< =90° — ABC<+ ABL<+90° + ABL«,

amibél kovetkezik, hogy 2 - ABL< = ABC<, amit bizonyitani kellett.




3. feladat: A Mesebeli Ordn a beosztdsok nem 1-t6l 12-ig, hanem 1-t6l 2015-ig vannak
jelolve. A Furfangos Mandk azt a jatékot jatszak, hogy eltiintetik az Orardl az l-es szadmot, a
16-ost, 31-est, majd igy sorban minden 15-ik beosztdashoz tartozé szémot. Amikor olyan helyre
érkeznek, amelyikrol mar eltlintették a szamot, oda visszavarazsoljék az eredeti szamot, ami ott
allt. Melyik lesz az els olyan szdm, amelyet visszavardzsolnak a Furfangos Mandk, héany kort
kell addig megtenniiik és hany szam lathaté abban a pillanatban a Mesebeli Ora beosztdsainal?

Péics Hajnalka (Szabadka, Vajdasdg)

Megoldas: Mivel 2015 = 134 - 15 + 5, igy az els6 korben eltiintetik az 1, 16, 31, ...,
2011 = 134 - 15+ 1 szdmokat. Mivel az utolsé szdm a 2011 és mivel 2011 + 15 = 2015+ 11, igy a
masodik korben a 11, 26, 41, ..., 2006 = 133 - 15 + 11 szdmokat. Az utolsé szam a 2006. Mivel
2006 + 15 = 2015 + 6, igy a harmadik korben a 6, 21, 36, ..., 2001 = 133 - 15 4+ 6 szamokat
tlintetik el a Furfangos Mandk. Mivel az utolsd szamjegy a 2001 és 2001 4 15 = 2015 + 1, igy a
negyedik koérben érkeznek el elészor egy olyan helyre, amelyen nincsen szamjegy, az 1-es helyére,
s ezt visszavarazsoljak.

Azokhoz a beosztdsokhoz tartozé szamok, amelyeket a Mandk az els6 korben eltiintettek,
15k +1 = 5- 3k + 1 alakdak, amelyeket a masodik kérben tiintettek el, 15k +11 =53k +2) + 1
alakiak, azok pedig amelyeket a harmadik korben tiintettek el 15k + 6 = 5(3k + 1) 4+ 1 alakuiak.
Mivel az elsé harom korben a 15 kiillonb6z6 maradékosztalyaiba tartoznak az eltiintetett szamok,
ezért az 1-esnél hamarabb nem tudnak olyan beosztasra ugrani a Mandk, ahol mar nincs szam.

Minden eltiintetett szdm teh&t 5k 4+ 1 alakd, ahol k& € {0,1,...,402}, vagyis 5-tel osztva
1-et adnak maradékul. Meg kell nézni hany ilyen szdm van 2015-ig. Az elsé6 ilyen szam az 1-
es, a legnagyobb pedig a 2011, tehat Osszesen 403 van beloltik. fgy miutdn az l-es szdmot a
Mandék visszavarazsoltdk, maradt még 2015 — 402 = 1613 szam, amelyek lathatéak a Mesebeli
Ora beosztésain4l.

Vilasz: Az 1-es szdmot vardzsoljdk vissza eldszor, addig harom teljes kort kell megtenniiik és
1613 szam lathat6 abban a pillanatban a Mesebeli Ora beosztasaindl.

4. feladat: Hany megoldasa van az x = 2015 sinx egyenletnek?

Megoldéas: Az egyenlet rendezve = sinz. A mi feladatunk az, hogy meghatarozzuk az

x
. 2015
fl@) = és a g(z) = sinx fliggvények kozos pontjainak szdmat, amelyek a [—2015;2015] zért

intervallumban vannak, mivel —1 < f(x) < 1. A [0;2015] zart intervallumon a sinx periédusa

2015
—— =2 320,86-szor ,,szalad 4t” és minden periédusban az f(z) fliggvény a g(z)-et kétszer metszi.
v

x > 0 esetben 321 - 2 koézos pont van, z < 0 esetében szintén. Mivel x = 0-hoz tartozd kozos
pontot kétszer szamoltuk, ezért az egyenlet megolddsainak szama 2 - 642 — 1 = 1283.

Miké Istvin (Felvidék)

5. feladat: Legyen K, az 1,2,...,n szdmok (n € Z%) legkisebb kozos tobbszordse, pl.
Ky =1 Ky =2, K3 =6, K, =12, K5 = 60, K¢ = 60, és igy tovabb. Mely pozitiv egész
szamokra teljesiil, hogy K,,_1 = K,,7 Fogalmazd meg a sejtést és bizonyitsd be az &llitast!

Kdntor Sandorné (Debrecen, Magyarorszdig)

Megoldas: Szamoljuk ki néhany tovabbi legkisebb koz0s t6bbszoros értékét.

K7 =420, Kg = 840, K9 = 2520, K19 = 2520, vagyis K9 = Kjp, mivel 1,2,3,...,9 pozitiv
egészek primtényezoi kozott szerepel 10 Gsszes primtényezdje.

Sejtés: K,,—1 = K,, akkor és csak akkor teljesiil, ha n se nem primszam, se nem primhatvdny.

A sejtés bizonyitdsa a kovetkezOképpen alakul.



Legyen n nem primszamhatvany. Ekkor n kiilonb6zé primszamok szorzataként irhaté fel:
n=pt-p3? ... pd. Mivel r > 1 és p;"* mindegyike kisebb n-nél, ezért K,_; osztdja lesz, és
n a K,_1 osztdja , tehat K,,_1 = K.

Legyen K,,_1 = K,,. Azt kell megmutatni, hogy n nem primszam hatvanya. A bizonyitast
indirekt ton végezziik el.

Tegyiik fel, hogy n primszamhatvany, vagyis n = p® alakd. Ekkor p® nem lehet osztéja
egyetlen pozitiv egész szdmnak sem 1,2,...,(n — 1)-ig. Mivel K,,_1 = K,,, ezért p® a p azon
legnagyobb hatvanya, amely az 1,2, ... ,n— 1 egészek valamelyikének osztdja, ami ellentmondas.
Tehat n nem primszam hatvanya, s ezzel a sejtést bebizonyitottuk.

6. feladat: Egy 3 cm sugart kor érinti egy 16 cm magassagi hirtrapéz mindkét szardt és a
rovidebb alapjat. A trapéz atléi illeszkednek a kor kézéppontjara. Mekkora a trapéz teriilete?
Katz Sdndor (Bonyhdd, Magyarorszdg)

Megoldas: Legyenek a trapéz csucsai A, B,C,D. Legyen a kor kozéppontja és egyben
az atlok metszéspontja O, a DC' alappal valé érintési pont pedig F. A szimmetria miatt az
E pont a DC alap felez6pontja. Legyen F az AB oldal felezOpontja. Ekkor adddik, hogy az
E'F szakasz a trapéz magassaga. Mivel az O pont illeszkedik az FF-re a szimmetria miatt, igy
OF =16 — EO = 13.

Az OEC és OFB haromszogek hasonléak, mert mindkét hdromszog derékszogii, valamint
FBO< = OCE< , a hasonlésag ardnya pedig 3 : 13. Hizzuk meg a C pontbdl indulé magasségot
is, ennek talppontja legyen G. Legyen EC = 3x. Ekkor a hasonlésag miatt F'B = 13x, és mivel
FG=EC=3z,1gy GB=FB— FG = 10z.

Mivel CD és CB is érinti a kort, ezért OC a BCD szog felezdje. A szdglelezététel szerint

CB BO 13 , 13
C—DfO—ng,lgyCBngC’fQGx.

D E C

Ez az allitas belathaté abbdl is, hogy az ABCa egyenld szart, ahonnan BC = AB = 2-13x =
26x.
A BGC haromszogre Pitagorasz tétele alapjan felirhaté, hogy 162+ (10x)? = (262)2, ahonnan

2
T = 3 kovetkezik, és igy a tertilet:
(AB+DC)-16 (26 +6z)-16 512

— = = — cm”.
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