24. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Szabadka, 2015. dprilis 8-12.

10. osztaly

1. feladat: A XXIV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny tiszteletére Frici rajzolt
Szabadka f6éterére egy 24 oldalu szabélyos sokszoget. Hany olyan egyenl6 szaru haromszoget
rajzolhatna, amelynek minden csiicsa ennek a sokszognek egy csticsa, és minden oldala ennek a
sokszognek egy atléja?

Erdds Gdabor (Nagykanizsa, Magyarorszdg)

Megoldas: Rogzitsiik az egyik csicsot, legyen ez a széarak metszéspontja. Szamozzuk meg
a csucsokat gy, hogy ez legyen az l-es, a szamozds pedig az oramutatd jardasanak megfeleld
irdnyban folyamatos. A szomszédos csicsok nem lehetnek a haromszog alapjai, mert akkor a
haromszog 2 oldala nem &tlé lesz, hanem oldal. De minden, az 1-es csiicsbdl indulé atléra
meroleges 4tlé igen. Ilyenek: 3-bdél a 23-ba, 4-bél a 22-be, 5-bél a 21-be, ..., 12-bél a 14-
be. Ilyen &tl6bdl 10 darab van. Ugyanez elmondhaté minden csicsra, igy kapunk 24 - 10 =
240 haromszoget. Mit szamoltunk tSbbszor? A szabalyos haromszogeket, azokat mindharom
csticsukndl megszamoltuk. Mivel ilyen héromszoghdl 8 darab van (pl. az elébbi szdmozds szerint
az 1, 9, 17 csucsok 4ltal alkotott hdromszog, illetve ennek elforgatottjai), igy ezeket hdromszor
szamoltuk, tehdt kétszer ki kell vonni 6ket. A megfelel6 haromszogek szama tehat 240—2-8 = 224.

2. feladat: Ha z,y,z € [—3, 5], akkor igazold, hogy

Vbhr =3y —ay + 15+ /by — 32 —yz + 15+ 52 — 3z — xz + 15 < 12.

Mikor allhat fenn az egyenléség?
Kowvdcs Béla (Szatmdrnémeti, Erdély)

Megoldéas: A gyokjelek alatti kifejezések szorzattd alakithatdk:

VE+3)6 -9+ +3)6-2) +/(z+3)(6—=) <12

A feladat feltétele miatt az x,y, z valés szamokra teljesiil, hogy x +3>0,5—2 >0,y +3 >0,
5—y>0,2+3>0és5— 2z >0, tehat a gyokdos kifejezések értelmezettek.

Alkalmazzuk mindegyik gyokos kifejezésre a szédmtani és mértani kozépardnyosok kozotti
Osszefiiggést. Ekkor

VETaE -y < Y,

< y+3+5—=2

TEEFEE P s
G136 —a) < w

Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket megkapjuk a bizonyitandé egyenlétlenséget, azaz

VE+3)6-y)+Vy+3)5-2)+V(+3)(5-2) <

§x+342r57y+y+342r5fz+z+3;57x:%:12.




Egyenl6ség akkor all fenn, ha a zardjeleken beliil levd kifejezések megegyeznek, azaz ha x + 3 =
5—y,y+3=5—2és2+3=5—1x,ezpedigazz=y=2=1 eset.

3. feladat: Hany olyan egyenlészara trapéz 1étezik, amelynek a kertilete 2015 és az oldalak
mérészama egész szam?

Szabé Magda (Szabadka, Vajdasdg)

1. megoldas: Legyenek az oldalak rendre a,c,b, ¢, ahol a,b,c € ZT és legyen a > b. Ekkor
érvényes az a < ¢ + b+ c egyenlétlenség és a feladat feltétele alapjan

<a+b+2c_2m5
2 o2

Az a valamely rogzitett értékére az {1,2,3,...,1007} halmazbdl a b értéke barmely a-nél kisebb
érték lehet, de paritasban kiilonbozoek kell hogy legyenek. Ennek alapjan a lehetoségek szama

a
[5}, ekkor a c értéke egyértelmil és a trapéz is egyértelmiien meghatdarozott az oldalaival. A

trapézok keresett szdma:

504 - 503
3 H =0+ 14142424+ 502+ 502+ 503+ 503 = 2. == = 253512,

2. megoldas: Jeldlje a a trapéz rovidebb alapjét, ¢ a szarakat, a hosszabb alap pedig az
abra alapjan legyen
b+a+b=a+2b

Ekkor 2a + 2b + 2¢ = 2015, ahonnan
a+b+c=1007,5.
Mivel b < ¢ és a,c € Z™T, vehetjiik, hogy
b—=d—05, ahol d € 7.

Most teljestil, hogy a + c+d = 1008 és a > 1, ahonnan c+d < 1007. A feladat feltételeivel ekkor
ekvivalens az, hogy d < ¢, ¢,d € Z* és ¢ +d < 1007. Mivel 2d < ¢+ d < 1007, igy d < 503. Ha
de{1,2,3,...,503}, akkor ¢ € {d,d+ 1,...,1007 — d}. A trapézok keresett szdma tehdt

503 503 503 - 504
> (1007 —d —d+1) =Y (1008 — 2d) = 503 - 1008 — 2 - —g— = 503504 = 253512,

d=1 d=1




4. feladat: Hatarozd meg mindazokat az a valés szamokat, melyekre az
ar’* +(1—a*)z —a>0

egyenlStlenség egyetlen & megolddsdra sem igaz, hogy |z| > 2.
Csikds Pajor Gizella (Szabadka, Vajdasdg)

Megoldas: Ha egyetlen z megolddsra sem igaz, hogy |x| > 2, akkor minden z megolddsra
igaz, hogy |z| < 2 vagyis, hogy —2 < x < 2. Az az? + (1 — a?)x — a = 0 egyenlet a # 0 esetén
—1+a®+ (1 +a?)

2a

masodfokt, és gyokei az xy /9 = szamok, ahonnan r; = —— és x5 = a.
a

1. Ha a = 0, akkor az z > 0 egyenl6tlenséget kapjuk, amely halmazban van olyan z amelyre
|z| > 2, {gy a # 0.

2. Haa > 0, akkor a megfelel6 parabolanak minimuma van (felfelé nyilé) és akkor pozitiv, ami-

kor x < —— vagy & > a. Mivel barmely a > 0 esetén taldlhato olyan x a megoldashalmazbdl,

a
amelyre |z| > 2, {gy a > 0 sem lehetséges.

3. Ha a < 0, akkor a megfelel§ paraboldnak maximuma van (lefelé nyilé) és akkor pozitiv,

1
amikor a < * < ——. Ha az a < ¢ < —— feltétel mellett —2 < z < 2 is érvényes, akkor
a a

1 1
a>—2é —— <2 illetve a < —5 kell, hogy teljesiiljon.
a

1
Ezek szerint a keresett a szadmokra a —2 < a < —5 feltétel kell hogy teljesiiljon.

5. feladat: Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a valés szamok halmazéan:

20 — 57 —2-vx — 55+

=|1—zx|

1
x542~\/m55‘
Birdé Bdlint (Eger, Magyarorszdg)

Megoldas: A négyzetgyokos kifejezés akkor értelmezett, ha x > 55. El6szor az egyenletet a
kovetkez6 alakra hozzuk:

1
T—985—2-vVxr —55+

fr—3
v—bl—2-Vz—55 "

Vezessiik be az x — 54 — 2 - /o — 55 = a helyettesitést. Az egyenletben szerepld tort nevezdje
miatt nyilvanvalé, hogy a # 0. Kénnyen belathatd, hogy

a:(l—\/x—55)2,

ez pedig azt jelenti, hogy csak a > 0 allhat fenn. Ezzel a jeloléssel az eredeti egyenlet:

‘:|1—x|.

1
a++x3’—1x|
a
alakba {rhatd, amelybdl két lehetséges esetet irhatunk fel:

1
(A) a+—-—+2x—-3=1-z,
a



vagy

1
(B) a+—-—+x—-3=2—-1.
a

1
Az (A) egyenletbdl a + — = 4 — 2x kovetkezik, ez azonban az x > 55 és az a > 0 feltételek mellett
a

nem teljestilhet, hiszen az egyenlet két oldaldnak eléjele eltérd. Ezért az (A) egyenletnek nincs
megoldasa.

1
A (B) egyenletbdl azt kapjuk, hogy a + — = 2. Ismeretes a pozitiv szamokra vonatkozd
a

1
a + — > 2 nevezetes egyenl6tlenség, amelyben az egyenl6ség pontosan akkor teljestil, ha a = 1.

a
Aza=(1-z - 55)2 Osszefiiggés szerint tehat: (1 — vz — 55)2 = 1. Ez az egyenl6ség ismét
kétféleképpen lehetséges:

(€) 1-Vz—55=1,
vagy
(D) 1—-vVz—55=—1.

A (C) egyenlet megolddsa x = 55, a (D) egyenlet megoldédsa pedig x = 59. Egyszer(i szamoldssal
ellenérizhetd, hogy ezek a szdamok valdban kielégitik az eredeti egyenletet, ezért a feladat meg-
olddshalmaza M = {55,59}.

6. feladat: Egy konvex négyszoget atléi négy haromszogre bontanak. Ha mind a négy
haromszog teriiletének a mértéke egész szam, akkor végzédhet-e 2015-re a négy teriilet mértékének
szorzata? Lehet-e ez a szorzat olyan egész szdm, amelynek utolsé négy jegye 2015, azaz lehet-e
ty -ty -tg -ty =...2015, ha t1,to,t3,t4 jeloli a hdromszogek teriileteinek mértékét?

Katz Sdndor (Bonyhdd, Magyarorszdg)

Megoldas: Legyenek a négyszog csucsai A, B,C, D, az atlok metszéspontja pedig E. Az
atlék behuzasdval keletkezett négy haromszog teriilete legyen tq, to, t3 és t4. Az ABE és AED
hiromszogek magassdga ugyanaz, ezért teriileteik ardnya t; : t4 = BE : ED. Ugyanigy a CBE
és CED haromszogekre megkaphatd, hogy to : t3 = BE : ED. A két egyenléséghdl ¢ - t3 =
to - t4 addédik. (Ezzel beldttuk, hogy egy konvex négyszdg dtléi dltal meghatdrozott négy hdromszog
teriilete kozul két-két szemkozti szorzata egyenld.) Eszerint a négy haromszog teriiletének szorzata:
ty - to -ty -ty = (t1 - t3)%

Mivel t1,t2,t3,t4 egész szamok, igy szorzatuk az el6zdek szerint négyzetszam. Viszont ha egy
négyzetszam 5-re végzddik, akkor utolsé elotti jegye 2, hiszen

(10k + 5)? = 100k? + 100k + 25,

az elsO két tag Osszege két O-ra, az egész Gsszeg 25-re végzodik. A négy teriilet mértékének szorzata
tehdt nem végzédhet 2015-re.



