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9. osztaly

1. feladat: Egy 20 x 20-as négyzethald négyzeteibe a bal felsé mez6bdl indulva soronként
sorra befrjuk az 1,2, 3,...,400 pozitiv egész szdmokat. Ezutan a tabldzat négyzeteibol az dbran
lathaté kereszt alakid sikidommal mindig 6t6t letakarunk az Gsszes lehetséges médon.
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Hanyszor lesz a letakart 6t szam 0Osszege négyzetszam? Milyen szam all ezekben az esetekben a
kereszt kozepén?

Nemecskd Istvin (Budapest, Magyarorszdg)

Megoldas: Ha a kereszt kozéps6 mezdjében k all, akkor az 6t mez0 Osszege bk. Ha ez
négyzetszam, akkor 5 | k teljestil. A k6zépsé mez6 viszont nem lehet a tébla szélén, ezért: 20 <
k < 380, valamint k # 20, ha i = 1,2,...,20, és k # 205 + 1, ha j = 0,1,...,19. Mivel 5k
négyzetszam, igy k = 5-12 alaki, ahol [ természetes szam. Az el6z6 feltételek miatt adddik, hogy
4 < 1?2 < 76, ebbél pedig 2 < 1 < 9.

[ =3 esetén k =532 = 45, ami teljesiti a feltételt.

[ =4 esetén k = 5-42 = 80, ami nem teljesiti a feltételt.

[ =5esetén k = 5-52 = 125, ami teljesiti a feltételt.

[ =6 esetén k = 5-62 = 180, ami nem teljesiti a feltételt.

[ =Tesetén k =572 = 245, ami teljesiti a feltételt.

[ =8 esetén k = 5-82 = 320, ami nem teljesiti a feltételt.

A megfelel§ értékek tehat [ = 3,1 =5 és ] = 7, s igy a letakart keresztek kozépsé mez6i,
rendre, 45, 125 és 245 lehetnek.

2. feladat: Egy hdaromjegy(i szamot osztva a szamjegyeinek Gsszegével 37-et kapunk. Ha e
haromjegyi szdmhoz hozzdadunk 297-et, a megforditott (felcserélt sorrendben felirt) szdmjegyek-
bol allé szamot kapjuk. Mely haromjegyli szamok esetében lehetséges ez?

Kovdces Béla (Szatmdrnémeti, Erdély)

Megoldas: Legyen a hdromjegyli szam 100a+10b+c. Az elsé feltétel alapjan adédik 100a+
100+ ¢ = 37(a+ b+ c¢), innen pedig 63a = 27b+ 36¢. Elosztva 9-cel a kapott egyenletet, kapjuk a
Ta = 3b+4c 6sszefiiggést. A méasodik feltétel alapjan adédik a 100a+10b+¢+297 = 100c+10b+a
egyenlet, innen pedig 99a + 297 = 99¢, amely 99-cel osztva adja az a+ 3 = ¢ Gsszefiiggést. Az elsd
egyenléségbe helyettesitve kapjuk, hogy 7a = 3b+ 4(a + 3), ahonnan 3a = 3b + 12, amely 3-mal
osztva adja az a = b+ 4 egyenloséget. Tehat: a = b+ 4 és ¢ = b+ 7. Mivel a, b, c szamjegyek,
ezért b lehetséges értékei: 0, 1 vagy 2.

Ha b =0, akkor a =4 és ¢ = 7, a keresett haromjegyii szam pedig a 407.

Ha b =1, akkor a =5 és ¢ = 8, a keresett haromjegyii szam pedig az 518.

Ha b =2, akkor a = 6 és ¢ = 9, a keresett haromjegyii szam pedig a 629.

A keresett haromjegyli szamok tehdt: 407, 518 és 629. 407 : 11 = 37 és 704 — 407 = 297,
518 : 14 = 37 és 815 — 518 = 297, 629 : 17 = 37 és 926 — 629 = 297.




3. feladat: Hiny megoldésa van a primszamok halmazéban a p? + ¢% + 12 + s = pgrs + 4
egyenletnek?
Mészaros Jozsef (Galdnta, Felvidék)

Megoldés: Mind a négy primszdm nem lehet paratlan. Tegyiik fel, hogy s = 2. Ekkor
P2+ ¢° + 1% = 2pgr.

A megmaradt primszamok sem lehetnek mind pédratlanok, mert akkor a bal oldal paratlan volna
a jobb oldal pedig péaros. Legyen r = 2. Ekkor
p? + ¢* + 4 = 4pq, illetve p* + ¢* = 4(pq — 1).

A bal oldali kifejezés miatt p és ¢ paritdsa megegyez6 kell, hogy legyen. Ha mindketto paratlan
volna, akkor p? = 4k 41 és ¢®> = 41 + 1 alakd, ahol k és [ valamilyen pozitiv egész szdmok. Ekkor
viszont a p? + ¢ = 4(pq — 1) egyenlet bal oldala 4m + 2 alaki, ahol m pozitiv egész szam, a jobb
oldala pedig 4 tobbszorose. Kovetkezésképpen csak a p = g = 2 eset lehetséges. Ekkor viszont
4+ 4 =4 -3, ami ellentmondés, tehat az adott egyenletnek nincs a feladat feltételeit kielégito
megoldasa.

4. feladat: Egy ABC hiaromszégben A< = 60°. Legyenek rendre az M és N pontok az AB
és AC oldalak olyan pontjai, melyekre AM = CN. Az M N szakasz felez6pontja legyen Fy, mig
az AC oldal felez6pontja F5. Bizonyitsd be, hogy

1
FiFy = 3 - AM.
Biré Béla (Sepsiszentgyiorgy, Erdély)

1. megoldds: Tekintsiik az A csicsnak az Fy pontra vonatkozé A; szimmetrikus képét. (lasd
az abrét) A feltevést is figyelembe véve, az AM A1 N négyszog paralelogramma. fgy AM = AN
és AM || A1N. Emiatt A1N = NC és BAC< = A;NC< = 60°, ahonnan kovetkezik, hogy az
A1 NC, szabélyos. Kovetkezésképpen A1C = NC = AM. Végezetiil: Fy F kézépvonal az AA,C

1
haromszogben, s ebbdl az kovetkezik, hogy Fy Fy = 3 A C = 3 AM , amit igazolni kellett.

2. megoldas: Az altaldanossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az ABCa hegyesszogti,
és az AB oldala hosszabb az AC oldalnal. A haromszog AC oldalan vegyiink fel egy D pontot



ugy, hogy AM = AD legyen. Ekkor az AM DA egyenl6 oldald, ugyanis AM = AD, valamint az
A cstcsban 1év0 szog 60°. Mivel az Fy pont az AC' szakasz felezépontja, és AD = AM = CN, igy
az Fy pont a DN szakasznak is a felezOpontja. Az M N Da-ben ezek alapjan Fy Fy a hdromszog
kozépvonala, vagyis

1
Ey = 5 - MD.

Figyelembe véve az AM Da egyenld oldalu voltat megkapjuk a feladat bizonyitandé allitasét:

1 1

Megjegyzés: ha a CN szakasz hossza nagyobb a CF; szakaszétol, a feladat megolddsa akkor is
hasonléan alakul a fentiekhez.

5. feladat: Keresd meg az Gsszes olyan pozitiv egészekbél 4116 (z, y, z) szdmhdrmast, amelyre
érvényes, hogy = | (y+1), 2y|(2+2) és 3z|(z+3).
Kekeriak Szilvia (Kassa, Felvidék)

Megoldas: Az z | (y+1), 2y|(z+2) és 3z | (x+ 3) feltételekbél kovetkezik, hogy
z<y+1, 2y <z+42és 3z < x+ 3. Szorozzuk be az els6 egyenlotlenséget 2-vel és alkalmazzuk
egymas utan az elsé két egyenlotlenséget. Ekkor azt kapjuk, hogy 2x < 2y 4+ 2 < z + 4, illetve
hogy 2x — 4 < z. Figyelembe véve a 2z — 4 < z és a 3z < x + 3 egyenl6tlenségeket adédik, hogy
32z —4) < 3z <z +3, azaz 3(2¢ — 4) < z + 3. Az utébbi egyenlétlenség megolddsa x < 3. A
3z | (x4 3) feltételbél kovetkezik, hogy 3 | (x + 3), ezért 3 | x, igy az x < 3 feltételt is figyelembe
véve adodik, hogy x = 3.

Figyelembe véve a 3z | (x4 3) feltételt, azt kapjuk, hogy 3z | 6, vagyis z | 2. Mivel 2y | (z+2)
alapjan z biztosan paros szam, igy z = 2.

Visszahelyettesitve a kapott értékeket a 2z < 2y 4+ 2 < z 4 4 egyenlGtlenségbe, adédik, hogy
6 <2y +2 <6, ahonnan y = 2.

A feladat egyetlen megolddsa tehét a (3,2,2) szdmhdrmas.

6. feladat: Az ABC hegyesszogli haromszog magassdgpontja M. Igazold, hogy ha MC =
AB, akkor az ACB< = 45°. Igaz-e az allitds tompaszogli haromszogben is?
Katz Sdndor (Bonyhdd, Magyarorszdg)

Megoldas: Az dbran a-val jelolt ABT és TCM szogek egyenlok, mert merdleges szart
hegyesszogek. A feladat feltétele szerint az AB és MC szakaszok egyenl6k, ezért az AT B és



MTC derékszogii haromszogek egybevagdk, mert egyenlok az atfogdik és a szogeik. fgy az «
sz0g melletti befogdk is egyenlok, azaz BT = T'C'. Tehat a BT C' derékszogli haromszog egyenld
szaru, ezért ACB<( = 45°.

N

Ha a haromszog tompaszogl, és a tompaszog A-ndl vagy B-nél van, akkor a fenti megoldassal
azonos médon igazolhatd, hogy AC B< = 45°. Ha viszont C-nél van a tompaszog, akkor MC =
AB teljesiilhet, de nyilvan AC' B< = 45° nem teljesiilhet. Az a-val jeldlt szdgek most is merdleges
szaruak, ezért egyenlék, és ha MC = AN, akkor az MTC és AT B derékszogli haromszogek
egybevigdk. Ezért az a-val szemkozti oldalak egyenlék, azaz BT = T'C, tehat a BT'C haromszog
itt is egyenld szard, derékszogl, igy itt TC B< = 45°. Tehat most AC B<t = 135°.




