23. Nemzetkizi Magyar Matematika Verseny

Csikszereda, 2014. mdrcius 12-16.

12. osztaly

1. feladat: Az ABC haromszoghen ACB< = 60° és AC < BC. Legyen D az AC oldal
egy belst pontja. Vedd fel az E pontot a BC oldal belsejében tgy, hogy AD = BFE teljesiiljon.
A DFE szakasz folé rajzold meg a DEF szabélyos haromszoget ugy, hogy DEF és ABC azonos
koriiljarasiak legyenek. Bizonyitsd be, hogy az F' pont illeszkedik az ABC haromszog koré irt
korre!

Nemecsko Istvin (Budapest)

Megoldas: Mivel AC < BC, kovetkezik, hogy CD < CE. Ha CD = CFE, akkor az ABC

haromszog egyenld oldali, és ekkor F' egybeesik C-vel, azaz rajta van az ABC haromszog koré
irt koron. Ha pedig CD < CFE, akkor a CDE héaromszogben CED< < 60° (DCE< = 60°), azaz
F a CDFE haromszogon kiviil esik.
Mivel DCE< = DFE< = 60°, ezért a CDEF négyszog korbeirhaté. Ekkor CEF< = CDF'«,
és igy BEF < = ADF <. Kovetkezik, hogy a DAF haromszog egybevagd az EBF haromszoggel
(AD = BE, és DF = EF), és igy DAF< = EBF<, azaz az ABFC négyszog korbeirhat6. Tehat
az F pont rajta van az ABC haromszog koré irt koron.

Megjegyzés: Az elbbi gondolatmenetbdl lathato, hogy a tulajdonséig forditottja is igaz, tehat
ha F illeszkedik a haromszog koré irt korre, akkor AD = BE.

2. feladat: Az ABCDEFGH kocka élének a hossza 1 cm. Egy hangya az A cstcsbol indulva
egy 2014 cm hosszusagu utat jar be tgy, hogy csak az éleken kozlekedik (egy élen végig mehet
t0bbszor is). Melyik ttbol van t6bb: amelyik az A csicsban, vagy amelyik a C csucsban végzédik?

Kekeridk Szilvia (Kassa)

Megoldas: Jelentse X; az A-bol az X pontba érkezs i hosszisagn utak szamét, ahol X €
{A,B,C,D,E,F,G,H}, tehat Aspi4-et kellene Gsszehasonlitani Cogi4-gyel. E1 = 1 és G = 0
(az A pontbdl indulo és az E pontba érkez 1 hosszisagi utak szama 1, mig az A pontbol induld
és a G pontba érkezs 1 hosszisagn utak szama 0). Kovetkezik, hogy

As=B1+Di1+Ey >B1+Di1+Gy =Ch.

De ekkor
Es = Ay + Fy + Hy > Co + F> + Hy = (s,

AZAZ
Ay = B3+ D3+ E3 > B3+ D3 + G3 = Cy.

Ezt a gondolatmenetet folytatva matematikai indukcioval igazolhatjuk, hogy As,, > Ca,, barmely
n nullatol kiillonbozs természetes szamra. Valoban, ha bizonyos k természetes szamra (k > 2)
elfogadjuk, hogy Aoy > Csy, akkor

Eopy1 = Aop + Fop + Hop > Cop + Fop + Hop = Gopta,



azaz

Askyo = Bokt1+ Dog+1 + Eop1 >
> Bopy1 + Dagt1 + Gopy1 = Copa.

Tehat A2014 > 02014.

3. feladat: Adottak az a,b,c € {0,1,2,...,9} szamjegyek tgy, hogy az abc haromjegyti szam
primszam. Bizonyitsd be, hogy az ax? + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincsenek racionalis gydkei!
dr. Bencze Mihdly (Bukarest)

Megoldas: A tizes szamrendszerbeli reprezentacié alapjan
abc = 100a + 10b + c.

Ha a feladatban megjelené masodfoku egyenletnek van racionélis megoldasa, akkor 1étezik olyan
d € N, amelyre d? = b? — 4ac. Vilagos, hogy d < b. Masrészt

4a - abe = 400a? + 40ab + dac = 400a® + 40ab + 1% — d? =

= (20a+b)> —d? = (20a+ b — d) (20a + b + d) .

Mivel abc primszam, osztja (20a + b — d)-t vagy (20a + b+ d)-t. Ez ellentmondés, mert abc >
20a + b+ d és abc > 20a + b — d. Igy b? — 4ac nem lehet teljes négyzet, tehat

—b+ Vb? — 4ac
€1,2 = T ¢ Q.

Megjegyzés: A b? — d? = 4ac egyenlet targyalasabol is kiindulhatunk, ahol ¢ € {1,3,7,9} és a
egy nemnulla szamjegy. Ugyanakkor a targyalando esetek szamat lecsokkenti, ha az

{1,4,9,16,25, 36,49, 64,81}

halmazban 1&vé teljes négyzetek kozt felléps 4-gyel oszthatd pozitiv kiilonbségeket allitjuk eld,
és azokbol hatarozzuk meg az a és c értékét.

1
4. feladat: Az ———————— racionalis szam tizedes tort alakja
2014!-2015!

0, aias. .. an(blbg N bk),
ahol (b1by...b) az ismétl6ds szakasz és az n, illetve k értéke a lehets legkisebb. Mennyi az n

értéke?
dr. Gecse Frigyes (Kisvdrda)

Megoldas: A vegyes szakaszos tizedes tortek atalakitasi szabalyét alkalmazva irhatjuk, hogy

alag...anblbg...bk—alag...an
99...900...0
S——
k n

0,a1a2 . an(blbg e bk) =



Ha a,, = bg, akkor a szam felirhat6 lenne
0, aias .. .an_l(anblbg . -bk—l)

alakban, és ez ellentmondana annak, hogy n a lehets legkisebb. Emiatt az el6bbi tort szamlaldja
nem oszthato 10-zel, és igy 2014! - 2015! pontosan n nulldban végzsdik.

2014! = 5402 . 402! - M; = 5402480 . g0l . My =

— 5102480416 1G] . |, — 5A02+80+16+3 gy pp

ahol My, Mo, M3, My € N és egyik sem oszthato 5-tel. Ez alapjian a 2014! primtényezss felbon-
tasdban az 5 kitevGje 501 (ez kiszdmolhaté a Legendre tétel segitségével, az el6bbi szamolés
lényegileg a Legendre tétel bizonyitasanak a gondolatmenete). Ebbdl kovetkezik, hogy a 2015!
primtényezds felbontdsaban az 5 kitevGje 502, tehat a szorzat felbontasaban az 5 hatvanykitevéje
1003. A 2-es hatvanykitevGje ennél nagyobb, tehat n = 1003.

5. feladat: Adott a p primszam és a darab szamozott doboz, ahol a > 2. Felirtuk p darab
golydra a szamokat 1-t6l p-ig és a golyokat valahogyan elhelyeztiik a dobozokban. Szamold meg,
hogy héany kiilonb6zs elhelyezésre lesz az els6 dobozban taldlhaté golydkon szerepld szamok
Osszege oszthato p-vel! (Egy iires dobozban a golydkon szerepld szdmok Gsszege egyezményesen
0.)

dr. Andrds Szldrd, dr. Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

Megoldas: Ha p = 2, akkor pontosan azokban az esetekben lesz az elsé dobozban a golydkon
levé szamok Gsszege paros, ha az els6 dobozban nincs goly6, vagy ha csak egyediil a 2-es szdmozasi
goly6 van. Ez 6sszesen (a — 1)2 + (a — 1) médon valésithaté meg.

Ha p # 2, a feladatot a kovetkezs modell segitségével oldjuk meg. Egy adott elhelyezésnek
feleltessiink meg egy szabélyos p oldali sokszoget a kovetkezd mddon:

e 3 sokszog csucsait ciklikusan megszamozzuk 1-t6l p-ig, tehdt egy cstcs egy szamozott go-
lyénak fog megfelelni;

e minden csicsot ,kiszineziink” az 1,2, ..., a szinek valamelyikével.

Masrészt, ha felirjuk sorban az 1,2, ..., p szamokat egy p oldalua szabalyos sokszog csticsaira, majd
kivalasztunk a cstuicsok koziil k darabot és elforgatjuk a sokszoget a kdzéppontja koriil % fokkal,
akkor a kivalasztott csticsokon szerepls szamok mindegyike 1-gyel né modulo p. Ez azt jelenti,
hogy a kivalasztott k darab csiicson szerepls szamok Osszege pontosan k-val fog ndvekedni modulo
p. Végezziik el az el6bbi forgatast 0,1,2,...,p — 1-szer. Ha eredetileg a kivilasztott cstcsokon
levs szamok Gsszege s volt, akkor az egyes forgatasok utan a kapott 6sszegek felveszik rendre az

s+0,s+k,s+2k,....,s+ -1k (1)
értékeket modulo p. A kdvetkezs harom eset lehetséges:
e ha ke {1,2,...,p— 1}, akkor az el6bbi Gsszegek koziil pontosan egy lesz oszthatd p-vel;
e ha k =0, akkor s = 0, és minden 1j forgatott Osszeg is 0, vagyis oszthato p-vel;

. hak::p,akkors:p(p—grl)

mert p paratlan).

és minden 1j forgatott dsszeg is ugyanennyi (és s oszthatd p-vel,



A k kivalasztott cstics az els§ dobozban elhelyezett k golyon szerepls szamoknak felel meg.

Ha minden k& € {0,1,2,...,p} esetén a (1) Osszegekbdl pontosan egy lenne oszthato p-vel,
akkor ez azt jelentené hogy Osszesen %, olyan dobozolas van, amelyekre az els§ dobozban levs
golyékon a szamok Osszege oszthato p-vel. Viszont az elébbi targyalds alapjan a k =0és k =p

eseteket kiilon kell vizsgéljuk:

e ha k = 0, akkor a fennmarad6 a — 1 dobozba akirhogyan elhelyezhetjiik a p golyot, és ez
Osszesen (a — 1)P féleképpen lehetséges;

e ha k = p, akkor minden goly6t az els6 dobozba helyeztiink, tehat 6sszesen 1 lehet&ségiink
van.

Mivel minden egyes forgatas ezeket az eseteket dnmagukba viszi, ezért ezeket le kell vonnunk a
forgatasok elvégzése el6tt, és majd vissza is kell adnunk Gket az sszes lehetGség megszamolasahoz.
Tehét 6sszesen
a? —(a—1)P -1
p

lehet@ségiink van a golyok elhelyezésére tigy, hogy az els6 dobozban levs golyokon a szamok
Osszege oszthato legyen p-vel.

+a—-1)P+1

Megjegyzés: A feladat megoldésat masképpen is befejezhetjiik: megvizsgéljuk minden k €
{0,1,2,...,p}-re, hogy hanyféleképpen lehetséges, hogy az elsé dobozban pontosan k golyo van
és az ezeken szerepld szamok Gsszege oszthatd p-vel. Mar lattuk, hogy ez a szam k = 0 esetén

p
(a — 1)P és k = p esetén 1. Minden mas k értékre viszont (%) - (a — 1)P~* lehetSségiink van
erre: Gsszesen (i) féle modon véalaszthatunk ki k& golydt az els§ dobozba, és minden egyes ilyen
kivalasztas egyetlen forgatasa” lesz jo a sokszoges modell alapjan. Viszont p ilyen forgatas van,

ezért kell osztanunk p-vel. A fennmaradt p — k golyot akarhogyan betehetjiik a tobbi dobozba,
innen adédik az (a — 1)P~* szorz6. Tehét 6sszesen

%i(@(a—l)p"%(a—l)”l:ap_(a;np_1+<a—1>f’+1
k=1

lehet@ségiink van a golyok kért dobozolaséra.

6. feladat: a) Hatdrozd meg a siknak egységoldala szabalyos haromszogekkel és egység-
oldalu négyzetekkel vald Gsszes szabéalyos lefodését! Egy lefédés azt jelenti, hogy a sokszdgek
hézag és atfodés nélkiil (egyréttien) lefodik a sikot. A lefédés szabalyos, ha léteznek olyan a,b
nullatol kiilénb6zd természetes szamok, amelyekre minden keletkezs cstics koriil pontosan a darab
haromszog és b darab négyzet van, valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok, paronként kiilonbozs, nem feltétlentil szaba-
lyos lefédés (az el6bbi haromszogekkel és négyzetekkel), amelyekhez hozzarendelhetSk az a,b
nullatoél kiilonbo6zE természetes szamok gy, hogy minden keletkez§ cstics koriil pontosan a darab
haromszog és b darab négyzet legyen, de ezeknek a sokszogeknek a sorrendje ne legyen minden
cstcspontban ugyanolyan.

Zsombori Gabriella (Csikszereda)

dr. Andrds Szildrd, dr. Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

Megoldas: Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utolso feladatdnak a megoldédsat az
évfolyamok sorszamanak névekvs sorrendjében.



a) Egy cstucspontban négy vagy 6t alakzat talalkozhat, viszont ha négy talalkozna — és lenne
kozottiik legalabb egy haromszog, illetve legalabb egy négyzet —, akkor a cstics koriil a megmaradt
két szog Osszege

360° — (60° 4+ 90°) = 210°
kellene legyen, ami lehetetlen. Tehat minden csiics koriil 6t alakzatnak kell taldlkoznia, és ezért
az a - 60° +b-90° = 360° és a + b = 5 egyenletekbdl allo rendszert kell megoldanunk a pozitiv
természetes szimok halmazan. Az egyetlen megoldas: a = 3 és b = 2. Kévetkezésképpen a csticsok
(3,3,3,4,4) vagy (3,3,4,3,4) tipusuak lehetnek. Ha a csicsok (3,3,3,4,4) tipustiak lennének,
akkor az elsg felrajzolt ilyen szerkezetd csics egyértelmiien meghatarozza az Gsszes tobbit, a
szabalyos lefodés pedig

Ha a cstcsok mind (3, 3,4, 3,4) tipustak, akkor az elsg felrajzolt csics ismét egyértelmien
meghatarozza az Gsszes tobbit és a kdvetkezs szabalyos lefddést kapjuk:

Az egyértelmiség azért kovetkezik ebben az esetben, mert ha kiindulunk egy (3, 3,4, 3,4) tipu-
st csticsbol, akkor a kovetkezs bal oldali 4bran az 1-es helyre rajzolt négyzeten kiviil minden
berajzolt négyzet vagy haromszog egyértelmiien meghatéarozott.

Ha viszont négyzetet valasztunk az 1-es helyre, utana ismét minden egyértelmiien meghatarozott,
és a 2-es helyre sziikségszertien haromszog kell keriiljon. Ez viszont elrontja a szabalyossagot.
b) Induljunk ki az



mintézatbol és a segitségével hozzuk létre a kdvetkezs, végtelen magas savokat:

egy ilyen sav bal- és jobb oldalat kiegészithetjiik most négyzetekkel (és a fennmarad6 savokban
haromszogekkel) az alabbi médon:

Viszont készithetiink olyan lefédéseket, amelyekben a kiindulo savunkbol 2, 3,4, ... darab talal-
hat6 egymas mellett:



Tehat végtelen sok kiilonbo6zs kért lefodés 1étezik.




