23. Nemzetkizi Magyar Matematika Verseny

Csikszereda, 2014. mdrcius 12-16.

11. osztaly

1. feladat: Milyen szabély szerint irtuk le a
2,10,16,32,42,66,80,112,130,170
szamokat? Ezt a szabalyt folytatva, add meg a
2,10, 16,32, 42, 66, 80, 112, 130, 170, . ..

sorozat altaldnos tagjanak a képletét!
dr. Kdntor Sdndorné (Debrecen)

Megoldas: Irjuk fel az adott sorozat szomszédos tagjai kiilonbségének a sorozatat, vagyis a

differenciasorozatot:
8,6,16,10,24,14,32,18,40,...

A differenciasorozat paratlan sorszamu tagjai a 8,16,24,... szdmtani sorozat tagjai. A diffe-
renciasorozat paros sorszamu tagjai a 6,10, 14, ... szAmtani sorozat tagjai. Az eredetileg adott
sorozat n-edik tagja

ap=1-24+1-8+3-24+2-84+5-24+3-84+....
Ha n pératlan, azaz ha n = 2k + 1, alaka, akkor
ask+1 =2[(1+3+...+ 2k +1)]+8(1+2+3+...+k) =

k2 +k
2

=2(k+1)>+8 5 5

n—1\2 n—1
:6k2+8k+2:6( ) +8 +2,
mivel k = "T_l Igy paratlan n-re
anzin +n—§.

Péros n-ekre, azaz n = 2k, esetén
agk =21 +3+ ...+ (2k—1)] +8(14+2+...+ k).

Innen az el6z6ho6z hasonléan kapjuk, hogy

asp = 2k% + 8 = 6k? + 4k.

k*+k
2
Itt n = 2k miatt k helyére 3-t irva, paros n-ekre

3 5
n= = 2n.
a 2n—|—n



Megjeqyzés: Az a,, képlet egységes forméban is felirhatd, figyelembe véve, hogy a péros és a

pératlan sorszamu tagok kozti kiilonbség % Az altalanos tag tehéat:
3 5 3 1 nf2n+1
n= = -n——+ (-1 .
ap = 5n"+gn — +(-1) < 1 )

2. feladat: Oldd meg az '8 4 = 22 . 8l°8s® _ ;19838 ggvenletet a valos szamok halmazan!
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

Megoldas: Az egyenlet értelmezési tartoménya a pozitiv valés szdmok halmaza. Mivel
a8 ¢ = (l8v @ ha a,b,c > 0 és b # 1, az egyenlet atirhatod

810,@:3 T _ 352 -1
alakba. Az y = log,z jeloléssel 22 = 9Y, tehét az egyenlet

8Y =9¥ — 1.

0y -

A bal oldalon egy szigorian csokkend fliggvény van, ezért az egyenletnek legfeljebb egy gyoke
lehet. Ez a gyok y = 1, és igy az eredeti egyenletnek = = 3 az egyetlen megoldésa.

Innen

3. feladat: Legfeljebb hany elemet tartalmazhat a
H=1{1,2,3,...,25}

halmaznak az a részhalmaza, amelyben barmely két szam szorzata nem négyzetszam? Adj meg
egy ilyen részhalmazt!
Biré Béla (Sepsiszentgyorgy)

Megoldas: Legyen K a keresett részhalmaz. Mivel barmely két teljes négyzet szorzata
is teljes négyzet, ezért a K-ban legfennebb egyetlen négyzetszam lehet. Vagyis az 1,4,9,16, 25
szamok koziil pontosan egy szerepelhet K-ban. Az altalanossag lesziikitése nélkiil feltételezhetjiik,
hogy 1 € K. Masrészt az {5,20}, {3,12} illetve {6, 24} szampéarok komponensei koziil legfennebb
egy-egy szerepelhet K-ban, mert a parok komponenseinek szorzata teljes négyzet. Harmadrészt
a 2,8, 18 szamharmasbol legfennebb egy komponens szerepelhet K-ban, mert, koziiliik barmely
kettének a szorzata teljes négyzet. Innen kévetkezik, hogy a K-ban legfennebb 25—4—-3—2 =16
szam szerepelhet. Negyedrészt bizonyithato, hogy ez a 16-os elemszam elérhets. Példaul a

K ={1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19, 21, 22, 23}

részhalmaz teljesiti a feladat feltételeit.

4. feladat: Az e és f egyenesek parhuzamosak és egymastol egységnyi tavolsagra vannak.
Vedd fel az e egyenesen az Ay, Aa, As, ..., A,, Apt1 pontokat és az f egyenesen a By, Bo, ..., By,
B, 11 pontokat gy, hogy mindkét egyenesen barmely két szomszédos pont tavolsidga egységnyi,
ésminden i € N, 1 < i < n+ 1 szdmra az A;B; szakasz meréleges az e és f egyenesekre. Kosd



Ossze az A pontot a B, és B,y1 pontokkal. Az 6sszekotd szakaszok az As B szakaszt rendre a
P és @ pontokban metszik.

1
a) Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre az A; PQ haromszog teriilete 1302 teriiletegy-
ség?
1
b) Van-e olyan pozitiv egész n szdm, amelyre az A; PQ haromszog teriilete 360 teriiletegy-

ség?
Biré Balint (Eger)

Megoldas: a) A szoveg alapjan A;A;11B;+1B; egységnyi oldala négyzetek, amelyek a ko-
vetkez6 vazlatos dbranak megfelelGen helyezkednek el.

Bl Bg B3 Bn Bn+1
P/
Q

Al A2 A3 An An+1

A megfelels szogek egyenlGsége miatt az A1 A; P és Ay A, B, hiromszodgek hasonlok, ezért

megfelel§ oldalaik ardnya egyenls, azaz ‘?,113422 = %. Ebbsl A1Ay = A, B, =1és A1A, =n—1

miatt PA; = —L-. Nyilvanvalo, hogy n # 1, hiszen ha csak egy négyzet szerepelne az &brén,
akkor a P, @ pontok nem johetnének létre. A megfelel§ szogek egyenlsége miatt az A; AsQ és
A1 Ay41Bny1 haromszogek szintén hasonlok, ezért megfelel§ oldalaik aranya egyenls, vagyis

AAy  AlAnn

QA Api1Bogr

Ez alapjan QA = %, tehéat

1 1 1
PQ=PAy—QAs=—— — — = ——.
@ 2= QA2 n—1 n n-(n—-1)
Az A PQ haromszignek a PQ oldalhoz tartozd magassiaga az A A; = 1 szakasz, ezért a harom-
sz0g teriiletére azt kapjuk, hogy

PQ-AA, 1

T = .
2 2n-(n—1)

1
Ha az A; PQ haromszog teriilete 1303 akkor

2n - (n —1) = 1802.

Ennek az egyenletnek nincs pozitiv egész megoldasa, mert n- (n — 1) paros szam, igy a bal oldala
4-gyel oszthato, mig 1802 nem oszthato 4-gyel, tehat az a) kérdésre a valasz az, hogy ilyen n nem
létezik.

Ha az A; PQ haromszig teriilete akkor L

ﬁ, D) = ﬁ, vagyis 2n - (n — 1) = 1860,

ahonnan n2 —n — 930 = 0.



A megoldasok n; = 31 és ny = —30. Az no = —30 nyilvin nem felel meg a feltételeknek,
tehat a b) kérdésre n = 31 a valasz.

5. feladat: Egy szabélyos kilencszogben meghuztuk az Gsszes atlot. Van-e a kilencszog
belsejében olyan pont, amelyre legalabb harom atlo illeszkedik?
Zsombori Gabriella (Csikszereda)

dr. Andrds Szildrd (Kolozsvdr)

Megoldas: A szabalyos kilencszog szogei 140°-osak. (Egy szabélyos n-oldala sokszog szo-
geinek Gsszege (n — 2) - 180°, tehat egyik szoge W.) Ekkor egy oldalt kozrefogo keriileti
sz0g mértéke o = 20°. Tételezziik fel, hogy van harom olyan &tlo, amelyek a kilencszog belse-
jében osszefutnak. Ekkor ezek koziil semelyik kett6 nem talalkozhat ugyanabban a cstcsban. A
mellékelt abran vastagitva lathato ez a harom atlo. Ugyanakkor az dbran két csics kozé beirt
k; nullatol kiilonbozs természetes szam jelentse azt, hogy az a = 20° hanyszorosit fogja kozre

ehhez a két csticshoz tartozo keriileti szog (i € {1,2,3,4,5,6}).

K,

Ke

Ekkor
ki+ke+ks+ka+Fks+ke=9

és a Ceva-tétel trigonometrikus alakjat felirva:

sin (k1) sin (kso) sin(k5a)_1

sin (kear) sin (kga) sin (kga)

A ki, ko, ks, ka, ks, k¢ nullatol kiilonb6zs természetes szamokat rendezziik novekvs sorrendbe.
Ekkor az els6 nem lehet 1-nél nagyobb (ha legalabb 2 lenne, akkor a hat szdm Osszege legalabb
12 lenne). Hasonl6 meggondolasbol a masodik és a harmadik szam sem lehet 1-nél nagyobb.
Ekkor ki, ko, k3, k4, k5, k¢ lehetséges - névekvs sorrendbe szedett - értékei:

{1,1,1,1,1,4} {1,1,1,1,2,3} {1,1,1,2,2,2}



e {1,1,1,1,1,4} esetén a trigonometrikus Osszefiiggés

sine sina sinda sina sina  sina

- - - =1 va - - - =1
S1n & S & S1n & S1n & S & Sin 4a

lenne és mindketts a sin 80° = sin 20° egyenl@séget eredményezné, ami nem igaz.

e {1,1,1,1,2,3} esetén a trigonometrikus 6sszefiiggésbdl sin 40° = sin 60° vagy sin 40° sin 60° =
sin 20° sin 20° kévetkezne, ami szintén lehetetlen. (A szinusz fiiggvény 0° és 90° kozott szigorian
novekvs és pozitiv értékeket vesz fel.)

e {1,1,1,2,2,2} esetén szintén a trigonometrikus dsszefiiggésbol (sin 20°)% = (sin40°)° vagy
sin 20° = sin40° kévetkezne, ami nem igaz.

Tehat nincs harom olyan 4tlo, amelyek a kilencszog belsejében Gsszefutnak.

2. megoldas: A mellékelt abran megfigyelhets, hogy harom tipusu atloja van egy szabélyos

kilencszognek.

Nevezziik 1-es tipusunak azokat az atlokat (az abran a vastagitott szakaszok), amelyeknek egyik
oldalan pontosan egy csiicspont talalhatod. Legyenek 2-es tipustiak azok az atlok (az dbran a szag-
gatott szakaszok), amelyeknek egyik oldalan pontosan két csticspont talalhatod és 3-as tipusiak
azok az atlok, amelyeknek egyik oldalan pontosan harom csiicspont van.

Mivel az 1-es tipusi atlok egyik oldalan pontosan egy csicspont van, ebbdl a csicspontbol kell
egy masik (ezt metszs) 4tlo kiinduljon. Viszont igy nem marad csicspont, amibdl egy harmadik
is kiinduljon és az elsS kettdvel osszefusson. Tehat az {1,1}, {1, 2}, illetve {1, 3} metszéspontok
nem lehetnek Osszefutasi pontok.

Vizsgaljuk most a {2, 2} metszéspontokat. Ezek a metszéspontok mind rajta vannak a kilenc-
sz0g egy-egy olyan szimmetriatengelyén, amelyek athaladnak egy csticson. Ha a {2,2} metszés-
pont az dbran lathaté tipust, akkor ez nem lehet Gsszefutasi pont.



Valoban, ha kivilasztunk egy cstcsot és ezen a csiicson keresztiil behizzuk a kilencszognek a
szimmetriatengelyét, akkor az ehhez a csiicshoz legktzelebb es6 csicsok altal meghatarozott 2-es
tipusu atlok ezen szimmetriatengelyen valo metszéspontjardl van szo, igy ez nem lehet Gsszefutisi
pont.

Ebbdl kovetkezik, hogy a {2,2} masik tipust metszéspontok sem lehetnek Osszefutasi pontok
(nem eshetnek egybe az els tipust {2,2} metszéspontokkal és szimmetriatengelyen vannak -
lasd az abrat). Hasonloan targyalhato le az is, hogy a {3, 3} metszéspontok sem lehetnek ssze-
futasi pontok. Hatra van még a {2,3} metszéspontok vizsgalata. Ezek a metszéspontok eddigi
egyetlen metszésponttal sem eshetnek egybe. Ezen kiviil, ha megfigyeljiik a mellékelt abrat, egy
kivalasztott cstcsbol huzott, a szimmetriatengelyen talalkozo 2-es tipusu atlok (azok, amelyeknek
a talalkozasi pontja a csicshoz a lehets legkozelebb esik, de nem esik egybe azzal) ugyanabbol a
csucsbol induld 3-as tipusa atlokkal négy kiilonb6z6 metszéspontot hataroznak meg. Tiikrozziik
ezt a négy metszéspontot a b szimmetriatengelyre nézve, az dbran lathaté6 médon. Ekkor négy
ujabb {2, 3} metszéspontot kapunk.



A két-két - b tengelyhez kizelebb esG - metszéspont egyike sem eshet a b tengelyre (ezéltal
egybeesve egy masikkal), mivel ezen pontok b tengelyen talalkozo6 tartoegyenesei azonos tipusiak
(ezek pedig nem lehetnek 6sszefutési pontok).

Tehat nincs harom olyan atlo, amelyek Osszefutnanak.

Megjegyzés: P. L. Wantzel bizonyitotta be 1837-ben, hogy ha az n természetes szdm paratlan
primtényez6i nem kiilonb6z6 Fermat-primek, akkor a szabalyos n-szdg nem szerkesztheté meg
korzével és vonalzoval. Mivel a 9 primtényezsi nem kiilonbézéek, ezért a szabalyos kilencszég nem
szerkeszthets meg euklideszi eszkozokkel. (Fermat-primeknek az F,, = 22" 41 alakt primszamokat
nevezziik, ahol n természetes szam. A jelenleg ismert Fermat-primek: Fy = 3, F} = 5, Fb = 17,
F3 =257, és Fy = 65537.)

6. feladat: a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabélyos haromszogekkel, egységoldala
négyzetekkel és egységoldalu szabalyos hatszogekkel valo Osszes szabéalyos lefodését! Egy lefo-
dés azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétien) lefodik a sikot. A lefodés
szabélyos, ha léteznek olyan a, b és ¢ nullatél kiilonbozé természetes szamok, amelyekre minden
keletkezd cstics koriil pontosan a darab haromszog, b darab négyzet és ¢ darab hatszog van,
valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok olyan, nem feltétleniil szabalyos lefodés, amely-
hez hozzarendelhets valamilyen a, b és ¢ nullatdl kiilonb6zd természetes szam ugy, hogy minden
keletkezd csics koriil pontosan a darab hdromszog, b darab négyzet és ¢ darab hatszog legyen!

Zsombori Gabriella (Csikszereda)

dr. Andrds Szildrd, dr. Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

Megoldas: Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utols6 feladatanak a megoldasat az
évfolyamok sorszaméanak névekvs sorrendjében. Az a) pont megoldasédhoz észrevessziik, hogy egy
csucspontban négy vagy 6t alakzat taldlkozhat.

Abban az esetben, ha csak négy alakzat talalkozik, a kovetkezs eseteket kiilonboztetjiik meg;:

e Ha ezek kozott egy hatszog, a darab haromszog és b darab négyzet, akkor

a-60°+0b-90° + 120° = 360°.



a+b =3

aminek a megoldasa a = 1 és b = 2. Tehat csak a (3,4,4,6) és (4, 3,4, 6) elrendezések lehetségesek
egy cstucs koriil:

Igy a { 2a+3b =8 egyenletrendszert kell megoldanunk a pozitiv egész szamok halmazan,

Ha két hatszog van, akkor az el6bbi jeloléseket alkalmazva
a-60°+b-90° + 240° = 360°

Osszefiigges kell teljesiiljon. Mivel ebben az esetben a 4+ b = 2 is fennéll, nincs megoldasunk.
e Abban az esetben, ha egy csticspontban 6t alakzat talalkozik, mivel az alakzatok kdzott kell
legyen haromszog, négyzet és hatszog is, a fennmaradt két alakzat szogeinek Gsszege

360° — (60° 4+ 90° + 120°) = 90°
és ez nem lehetséges.
Tehét egy csticspontban csak négy alakzat talalkozhat. A (4,3,4,6) elrendezés esetén lehet
szabéalyos lefédést szerkeszteni, és ez a lefddés egyértelmi. Valoban, kiindulva a hatszog egyik

(4,3,4,6) tipust csticsabol, ez a hatszog minden tovabbi csicsat egyértelmiien meghatéarozza

(mind (4, 3,4, 6) tipusiuak lesznek). De igy a kialakult tizenkétszog csticsai is egyértelmiien meg-
hatarozottak:

Ha a (3,4,4,6) csucs koriili elrendezésbdl indulunk ki és egy hatszog cstcsait korbejarjuk, sziik-

ségszertien az Osszes tobbi csucs is (3,4, 4,6) tipust lesz. Viszont igy a felhasznalt haromszogek
harmadik csucsai (4, 3,4, 6) tipustiak lesznek:




Osszegezve az eredményeket, egyediil a (4, 3,4, 6) tipust lefodés ad szabélyos lefodést.

Attériink a b) alpont megoldasara. A kovetkezs abran lathato lefodés szabalyos, ha tizenkét-
szogekben, négyzetekben és hatszogekben gondolkodunk (minden csics (4,6, 12) tipusi).

«

Viszont minden tizenkétszoget az a) alpont alapjan egyértelmiien haromszogekre, négyzetekre és
hatszogekre bonthatunk. Ez a felbontés lehet olyan, hogy egy tizenkétszog belsejében elhelyezke-
dé négyzet egy kinti négyzettel csak csicsban, vagy élben is érintkezzen. Ezt minden tizenkétszog
esetén tetszblegesen megvalaszthatjuk, és ezért végtelen sok kért lef6dést kapunk. Valéban, in-
duljunk ki az egyetlen szabélyos lefodésbdl és azonositsunk be egy tizenkétszoget. Ezutan, kap
alakban az &bra szerint haladva azonositsunk be tovabbi tizenkétszogeket az el6z6 abra szerint
(egy specidlis ,haromszogracsot” kapunk, amelynek cstcsai a tizenkétszogek, és az Sket 6sszekotd
alakzatok a négyzetek). Mindegyik kivalasztott tizenkétszog kétféle szinezést hatéroz meg, de
végtelen sok tizenkétszoget vilasztottunk.



