23. Nemzetkizi Magyar Matematika Verseny
Csikszereda, 2014. mdrcius 12-16.

10. osztaly

1. feladat: Oldd meg a primszamok halmazéan a
322 —y? =22y — 122

egyenletet!
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

1. megoldas: Az egyenletet rendezziik az ismeretlenek szerint és mindkét oldalt szorzatta
alakitjuk:
3x(z +4) = y(y + 22).

A bal oldal oszthaté 3-mal. Ha y = 3, akkor az 2 + 4z — 25 = 0 egyenlethez jutunk és ennek
nincs egész megoldasa. Ha x = y, akkor 3z + 12 = z 4 22, ahonnan x = y = 5 primszam, tehét
megoldas. Az x és y primszam volta miatt csak 3z | (y +22) és y | (x + 4) lehetséges. Ekkor
y<zxz+4< %22 + 4 és kapjuk, hogy y < 17. Méasrészt 3 | (y + 22), igy csak az

y € {2,5,11,17}

értékek lehetségesek. Ezeket kiprobalva, az (5,5) és (13,17) megoldasokhoz jutunk.

2. megoldas: x = y esetén az egyenlet egyetlen megoldasa x = y = 5. Ha = # y, akkor az
egyenletet atirva, a p € N valtoz6 bevezetésével irhatjuk, hogy

3r+4) y+22
y oz

)

ahonnan
_ 22p+12 12p+66

23 és y = 23
Itt p = 3 esetben megkapjuk az z = 13,y = 17 megfelel§ megoldast, a tobbi p értékekre 1- t&l
16-ig nem kapunk j6 megoldast. Ha p > 17, akkor mar y < 1, ezért nincs t6bb megoldés.

Megjegyzés: Az el6bb kapott kifejezések p € Q esetén az egyenlet végtelen sok racionalis
megoldasat adjak, kozottiik végtelen sok egész megoldas is van.

2. feladat: Négy Tuddés Matematikus egy egyenls szard trapéz alaki birtokon él, hizaik a
trapéz csicsaira épiiltek. A trapéz hosszabb alapjanak hossza a, az alapon fekvs szdgek nagysaga
50°, az atlok altal bezart szog pedig 76°. A Tuddsok szeretik a szabélyos dolgokat, igy elhataroz-
tak, hogy olyan kutat épitenek, amely mindannyiuk hazatél ugyanolyan tavolsigra helyezkedik
el. Milyen tavolsagra kell épiteniiik hézaiktol a kutat? Vajon a kut a birtokukon lesz-e?

dr. Péics Hajnalka (Szabadka)

Megoldas: Ahhoz, hogy minden haztol ugyanolyan tavolsagra legyen, a kutat a trapéz koré
irt kor kézéppontjaba kell elhelyezni.



Jelolje A, B, C, D a trapéz csicspontjait, F a trapéz atloinak metszéspontjit, O pedig a
trapéz koré irhato korének kozéppontjat. Legyen AB a trapéz hosszabb alapja. Tudjuk, hogy
CEB< vagy AEB< 76°-0s. Az AEB< azonban nem lehet 76°, mert ellenkezs esetben az EAB<
és FBA< nagysaga 52° lenne (az ABEA egyenl szart), ami nem lehetséges, mert ezek a szogek
a trapéz alapon fekvg szogeinél, a D AB<-nél és C'BA<-nél kisebbek, tehat 50°-nél kisebbek kell
legyenek. Eszerint CEB< = 76°, ahonnan AEB< = 180° — 76° = 104°, valamint ABE< =
M = 38°. Tovabba az AB hur keriileti szoge

ADB< =180° — (DAB< + ABE<) = 92°,
ami szerint az AB hur kdzépponti szoge
AOB< =2ADB< = 184° > 180°.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a trapéz koré irt kor O kozéppontja a trapéz belsd tartomanyén kiviil
esik. Ez azt jelenti, hogy a kutat nem lehet igy megépiteni a Négy Tudés matematikus birtokéra,
hogy mindannyiuktél ugyanolyan tavolsagra legyen. Mivel BAO< = 2° és cos2° = %, ahol r a
trapéz koré irt kor sugara, kovetkezik, hogy r = Ez azt jelenti, hogy a kit minden haztol
r= tavolsagra kell legyen.

a
2cos2° "
a
2cos 2°
Megjegyzés: Az ABCD trapéz koré irhaté kor megegyezik az ABD héaromszog koré irhatod

korrel. A szinusz tétel alapjan

AB _ s
sin ADB<t "
ami az 555 = 2r egyenlGséghez vezet. Innen kovetkezik, hogy

a
r= .
2 cos 2°

3. feladat: Oldd meg a pozitiv valos szamok halmazan a
1t 4 9mr — 12

egyenletet!
Koczinger Eva és Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

1. megoldas: Az egyenlet bal oldalat ugy alakitjuk, hogy alkalmazhassuk harom pozitiv
szam szdmtani és mértani kozéparanyosa kozotti egyenlStlenséget.

94etl 4 957 — 9. 9% | 95,7 = 9% | 947 4 957 >

5 | 4z+4z+ﬁ
23.1/24z+4z+2z—2:3.2732 >

1
3 dz-dw 5
©

>3.2 =3.22=12

és ez pontosan az egyenlet jobb oldala. Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a kézéparanyosok

kozotti egyenlStlenséget egyenld szamokra alkalmaztuk. Ezért 24¢ = 221%, és igy

1

Ez valéban megoldasa az adott egyenletnek.



2. megoldas: Atalakitjuk az egyenletet:
24I + 241 + 221% + 22 — 24’

majd a bal oldalon kétszer alkalmazzuk a szamtani és mértani kézepek kozti egyenlStlenséget:

16 = 2% 4 247 4 95,7 422 > 2v/280 1 9\/252 %2 >
o1 8z+—Ls+10
> 44/ ; = = .

1
8 —+10< 16
x+2z2+

Ez ekvivalens a

egyenlétlenséggel és ebbsl
1623 — 1222 + 1

212 S0

2
TényezSkre bontva: % < 0. Ez csak akkor lehetséges, ha © = % Ezt az értéket

visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe, igaz egyenldséghez jutunk, tehat x = % az egyetlen

pozitiv megoldéasa az adott egyenletnek.

1. megjegyzés: A szamolas kozben a kovetkezd felbontést végeztiik:
162° — 1222 +1 = 162> — 2 — 122? + 3 =
=2(82°—1)—3(4a®—1) =2z —1) (82° + 4z +2 — 62— 3) =
=(2z-1)(82° - 20— 1) = (2 — 1)* (4o +1).
2. megjegyzés: Az egyenletnek van még egy negativ megoldasa a
(5 -3)
27 4

intervallumban, ami irracionélis szdm, kozelits értéke —0, 378.

3. megjegyzés: Hasonldan igazolhatd, hogy a
PP p T = (p 4 1)pP

1
egyenletnek (p € N, p > 2, 2 > 0) az egyetlen megoldasa x = — és a
p

1
p- aPZI + apP 1aP — (p+ 1) . aP

1
egyenlet (a,p € N és a,p > 2, x > 0) egyetlen megoldasa x = — .
p

4. feladat: Adott az ABC haromszdg, amelyben feltételezziik, hogy AB < BC < AC. A
BC oldalon felvessziik a B’ pontot tgy, hogy CB’ = AB. Hasonlbéan felvessziik az AC oldalon
az A’ és a C’ pontot ugy, hogy CA’ = AB és AC' = BC. Jeloljiikk az AA’, BB, illetve CC’
szakaszok felezGpontjat rendre D-vel, E-vel és F-fel. Bizonyitsd be, hogy ha A; a BC szakasz, By
az AC szakasz és C az AB szakasz felezGpontja, valamint {G} = AyDNAB, {H} = BENAB
és {I} = C1F N BC, akkor:



a) BI = GH,;
b) az A1 D, C1 F és B1 E egyeneseknek van kézos pontja;

c) ha J az ABC haromszogbe, K az A;B;C; haromszogbe irt kor kézéppontja, L pedig az
ABC haromszog sulypontja, akkor a J, K és L pontok egy egyenesen helyezkednek el és
JL=2KL.

Pdlhegyi Farkas Ldszlé (Nagyvdrad)

Megoldas: a) Hasznaljuk a szokasos jeloléseket: AB = ¢, BC = a és AC = b. Kovetkezik,

hogy
A A S po=ac-ap="1C

Legyen AG = z. Alkalmazzuk Menelaosz tételét az ABC haromszog és GA; szels esetén: mivel

b—c
- BG . AD — 1, kvetkezik, hogy <EZ - 5% = 1, tehat <t = YE¢ innen pedig 2 = %5<.

AD =

kapjuk, hogy BH = 25 6s CI = 25%. De GH = GA+ AB+ BH = %5¢ + ¢+ 93¢ = “b illetve
BI = BC + CI = a+ 5% = ¢ tehat valoban BI = GH.

b) Mivel AG = AD, kovetkezik, hogy GD parhuzamos a BAC< belss szogfelez§jével. De mi-
vel A1B ||AB és A1C4 ||AC, kivetkezik, hogy az A; B1Cy haromszog szogeinek belss szogfelezsi
rendre: az A; szognek A1 D, a By szognek B FE és a C1 szognek C1F. Ezeknek a szogfelezéknek
van kozos pontjuk.

c) Az ABC és az A1 B1C; haromszogek hasonléak, hasonlésagi aranyuk % és AA; sulyvonal,
amit az L ugyancsak % aranyban oszt. Ebbgl kovetkezik a kért allités.

5. feladat: Bizonyitsd be, hogy az Osszes ﬁ alakt szdm Osszege nem egész szam, ahol
1 <m < n <2014, illetve m és n természetes szamok.
dr. Kdntor Sdndor (Debrecen)

Megoldas: Az 1-t8l 2014-ig terjeds egész szamok kozott pontosan kettd (729 és 1458)
oszthato 3%-nal, a tébbi 3-nak legfeljebb 6tédik hatvanyaval. Igy az 6sszes lehetséges m - n szorzat
legfeljebb 3-nak 11-edik hatvanyaval oszthato, kivéve a 729 - 1458 = 2 - 3'2 szamot.

1
Adjuk 6ssze ————— kivételével az Osszes
729 - 14%8 m-n

vezdre. Az eredmény alaka tort, ahol a és b pozitiv egész, b nem oszthatdé 3-mal. Tehat

alakil szdmot, és hozzuk 6ket kozos ne-

3. p
a 1 i i 12
S:m+m,esezert2-3 Sb*GGJ:b
Egész S esetén a bal oldal oszthaté lenne harommal, mig a jobb oldal nem, tehat S nem lehet

egész.

Megjegyzés: Megoldhatjuk a feladatot ugy is, hogy a 3% helyett egy tetszdleges, j6l megva-
lasztott p primszamot hasznalunk, amelyre p € (672,1007). A primszam megvalasztasakor arra
figyeliink, hogy a kétszerese legyen 2014-nél kisebb és a haromszorosa 2014-nél nagyobb. Az S
Osszeget a fenti modszerrel S = pib + ﬁ alakba irjuk. Beszorozva a kdzos nevezével, majd at-
rendezve az egyenlGséget, azt kapjuk, hogy 2p?bS — 2pa = b. Ennek a kifejezésnek a bal oldala,

oszthatd p-vel, a jobb oldala pedig nem. Tehét az S nem lehet egész szam.




6. feladat: a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabalyos hatszogekkel, egységoldala
négyzetekkel és egységoldalu szabalyos tizenkétszogekkel vald Gsszes szabalyos lefédését! Egy
lefodés azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétiien) lefodik a sikot. A lefodés
szabalyos, ha léteznek olyan a,b, c nullatdl kiilonboz6 természetes szamok, amelyekre minden
keletkezd cstcs koriil pontosan a darab hatszég, b darab négyzet és ¢ darab tizenkétszég van,
valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy az elébbi hatszogekkel, négyzetekkel, tizenkétszogekkel, valamint egy-
ségoldalu szabalyos haromszogekkel 1étre lehet hozni olyan, nem feltétlentil szabalyos lefodést,
amelyben mind a négy tipusu alakzatot végtelen sokszor hasznaljuk, és amelyben létezik végtelen
sok paronként kiilonboz8 mintazat, amely véges sokszor jelenik meg! (Mintézat alatt a lefodés
véges sok sokszoge altal meghatarozott Osszefiiggs alakzatot értiink.)

Zsombori Gabriella (Csikszereda)

dr. Andrds Szildrd, dr. Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

Megoldas: Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utols6 feladatanak a megoldasit az
évfolyamok sorszamanak névekvs sorrendjében.

a) Egy cstucs koré minden alakzatbol kell keriiljon legalabb egy. Mivel 120°4-90°+150° = 360°,
ezért pontosan egy kell keriiljon mindegyikbdl. Kovetkezik, hogy minden cstics szerkezete (6,4, 12)
kell legyen. Egy ilyen csticsbél kiindulva, az Osszes tobbi egyértelmitien meghatarozott lesz és az
egyetlen lefédés a kovetkezd:

b) A tizenkétszog felbonthaté haromszogekre, négyszogekre és hatszogekre a kovetkezs modon:

A megoldashoz a tovabbiakban hasznaljuk a 11. osztaly hatodik feladatanak a megoldasihoz
készitett utols6 abrat: a koordinata-rendszert, amelyben egy tizenkétszog kdzéppontja az origd
és két szomszédos vizszintes tizenkétszog kozéppontja kozott a tavolsag egy egység.

Megadunk egy lehetséges szerkesztést. Az Gsszes olyan tizenkétszogre, amelyek kozéppontja-
nak a koordinatai nem (2%, 2%) alaktak (k € N, k > 1) hasznéljuk az el6z6 felbontast. Az igy
keletkezett siklefodés esetén végtelen sok olyan mintazat létezik, amelyik véges sokszor fordul



csak elS: az Gsszes olyan mintazat, amelyik pontosan két megmaradt, egyméast kovets tizenkét-
szoget és a koztiik levd szabalyos sokszogek altal kitoltott alakzatot tartalmazza, csak egyszer
fordul el6. Valoban, a szerkesztésiink kovetkezménye, hogy két ilyen tizenkétszog kdzéppontjanak
a tavolsaga egyre nagyobb.



