23. Nemzetkizi Magyar Matematika Verseny

Csikszereda, 2014. mdrcius 12-16.

9. osztaly

1. feladat: Egy konyvtarban megszamorztak az Osszes konyvet. A szamozéashoz 1-t6l kez-
dédGen egymast kovets természetes szdmokat hasznaltak, és ugyanazt a szamot nem irtdk ra
két konyvre. A megszamozas soran a konyvekre haromszor annyi szimjegyet kellett rairni, mint
ahany konyv volt a konyvtarban. Hany konyv volt a kényvtarban?

Oldh Gydrgy| (Révkomdrom,)

1. megoldas: Legyen a keresett kotetek szama z. Ez a szam nem lehet egyjegyt, mert x > 0
esetén x # 3x. Ha x kétjegyd, akkor 9 + 2(z — 9) = 3x, mert az egyjegy( szamjegyek szdma 9, a
kétjegyt szamok szamjegyeinek szama pedig 2(z — 9). Ennek az egyenletnek nincs megoldasa a
természetes szdmok halmazén.

Ha 2 haromjegyd, akkor 9+2-90+ 3(z — 99) = 3z, és ennek az egyenletnek sincs megoldésa.

Ha z négyjegyt, akkor az egyenlet:

9+2-90+3-900+ 4(z — 999) = 3z,

és ennek az egyetlen megoldasa x = 1107.

Ha a kotetek szama 1107 + y is lehetne, ahol y pozitiv egész, akkor a konyvek megjelolésére
legalabb 3-1107 44y szamjegyet kellene felhasznalni. (Az els§ 1107 kotethez 3-1107 szamjegyet és
minden tovabbi kotethez legalabb 4 szamjegyet.) Masrészt y > 0 esetén 3-1107+4y > 3(1107+y),
tehat 1107 az egyediili megoldasa a feladatnak.

2. megoldas: Legyen a keresett kotetek szama x. Jeloljiik az x szdm szdmjegyeinek szamat
(k + 1)-gyel. Ekkor az el@bbiekben is felirtuk, hogy k > 1 (azaz a szam legalabb kétjegyt kell
legyen) és a szamozés soran felhasznélt szamjegyek szama:

94+2-904+3-900+ ... +k-9-10""1 4 (k + 1)(x — 10F +1).
Az elss Osszeget a kovetkezSképpen alakithatjuk:
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A fenti Osszefiiggés jobb oldala egy 1-gyel kezd6ds (k + 1)-jegyt szam. A bal oldalon ott van a

(k4 1)-jegytd x és igy k > 3 esetén a baloldal nem lehet 1-gyel kezd6ds (k + 1)-jegyt szam. A
k = 3 esetben pedig x = 1107.

2. feladat: Hatarozd meg az (a +b)(b+ c)(c+ a) = 1144 egyenlet &sszes nullatol kiilonbozd
természetes megoldasat!
dr. Hraskd Andrds (Budapest)

Megoldas: 1144 = 8- 11 -13. Mivel az (a + b), (b + ¢), (¢ + a) tényezSk Osszege paros, ha
koziilitk kett paros, akkor a harmadik is az. Igy vagy csak egyikiik paros, vagy mind parosak.

Ha mind péarosak, akkor legalabb az egyik koziiliik 2, mert a primtényezss felbontédsban nincs
hirom paratlan prim. Mivel 2 egyetlen felbontéasa pozitiv egészek Gsszegére az 1 + 1, a szorzat
tovabbi két tényez6je egymaéssal egyenld lenne. Ez nem lehetséges, tehat ebben az esetben nincs
megoldas.

Ha csak egyikiik paros, akkor sziikségképpen 8, 11 és 13 a hirom kéttagu Osszeg, tehat a
szamok valamilyen sorrendben 3, 5 és 8.

3. feladat: Az ABCD konvex négyszogben AB = 1, BC = 2, AD = /2, A< = 105° és
B< = 60°. Szamitsd ki a C'D oldal hosszat!
Kovdcs Lajos (Székelyudvarhely)

dr. Andrds Szildrd (Kolozsvdr)

1. megoldas: Jeloljiik a DC oldal hosszat z-szel és a BC oldal felez6pontjat M-mel.

A feltételek alapjan BM = MC = 1, tehat az ABM héaromszog egyenls oldali, és ezért
MAD< = 45°. Az M AD haromszogben viszont AD = /2 és AM = 1 is teljesiil, igy az M AD
haromszog M-ben derékszogi és egyenld szara, tehat M D = 1. Kovetkezik, hogy DMC< =
180° — 60° — 90° = 30°. Tehat a DM C haromszog egyenls szara, DM = MC =1 és az M cstcs-
nal levs szog 30°-0s. Ha ebben a hiromszogben felvessziik az M csicsbol kiindulé magassagot
(ami egyben szogfelezd és oldalfelezs is), akkor kovetkezik, hogy

z:2sm15°:2\/ﬁ:\/§-1/1—?: 2 /3.



2. megoldas: Jeloljiikk a DC oldal hosszat xz-szel, a BC oldal felez6pontjat M-mel, és az
AD és BC egyenesek metszéspontjat N-nel.
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Az el6z6 megoldashoz hasonléan megkapjuk, hogy BCD< = 75° és CD A<t = 75° + 45° = 120°.
Tehat az ABCD négyszog szemkozti szogeinek az 6sszege 180° és igy a négyszog korbeirhato.
A négyszog koré irt kor kozéppontja az M pont (és a kor sugara 1), ezért a BAC< és BDC<
szOgek 90°-osak. Pitagorasz tétele alapjin az

AC =3 és 2?>=4—BD? (1)

Osszefiiggéseket kapjuk.

Masrészt, AM D<t = 90°, BM A< = 60° és a BM D haromszog egyenl6 szart, tehat M BD< =
15°. Viszont az ABCD négyszog korbeirhato, ezért a CAD< is 15°. De az AN B haromszdgben
az. AN B< is 15°-0s igy az AC'N haromszog egyenl§ szard és

CN=AC=13 (2)

az (1) Osszefiigges alapjan.
Mivel a BDN haromszog is egyenls szard (a BN oldalon fekvs szogek 15°-osak), ezért

BD = DN =y. (3)

Ha felirjuk az N pontnak az ABCD négyszog koré irt korre vonatkozo hatvanyat (vagy direkt
hasonldosagbol), a (2) és (3) osszefiiggések alapjan az

ND-NA=NC-NB << yly+v2)=V3(V3+2)

Osszefiiggéshez jutunk. Az y-ban masodfoku egyenletnek csak az egyik megoldédsa lesz pozitiv

(csak ez lehet egyenls egy szakasz hosszaval), és mivel BD = y, az (1) egyenletbdl megkapjuk az
T értékeét.

3. megoldas: Legyen a DC szakasz hossza x, a BC' oldal felez&pontja M, a DC'M héaromszog
D-bé6l hazott magassdganak a hossza h és ez a magassag a CM szakaszt ossza y és 1 — y részekre
(lasd az abrat).

Az els6é megoldashoz hasonléan DM = 1 és ezért Pitagorasz tétele alapjan a

RP+y? =1 é h*+(1—y)? =22 (4)



egyenletekhez jutunk.

Sziikségiink van még egy egyenletre, ezért rajzoljuk be az ABM egyenld oldalia haromszog-
ben az A cstcsbdl huzott magassdgot (aminek a hossza @), majd allitsunk a D pontbdl egy
merGlegest erre a magassagra (és jeloljiik ennek talppontjat P-vel, lasd az abrat). A harmadik

egyenletiinket az AP D derékszdgli haromszogben felirt Pitagorasz tételbsl kapjuk:

() (bo0) = ©

A fenti harom egyenletbdl atalakitasokkal a

22 = 22
h2 +y2 — 17
V3h =y

egyenleteket kapjuk (a h?+y? = 1 dsszefiiggést hasznaltuk a masik két egyenlet egyszeriisitésére,
az utolsé egyenlet felirhato a 30°-o0s szdg tangensébdl is). Az utolsé két egyenletbdl kovetkezik,

hogy h = 1 ésigy y = @, tehat az elsé egyenletbsl kivetkezik, hogy = = /2 — /3.

Megjegyzés: A mellékelt dbra alapjan lathato, hogy lépésrél-lépésre csak a Pitagorasz tétel
alkalmazasaval is kiszdmolhat6 a kért szakasz hossza.

A
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4. feladat: Hany valés megoldédsa van a 3 [r] = 222 + 2 — 4 egyenletnek? ([z] az z valos
szam egész részét jelenti.)
Szabé Magda (Szabadka)

Longdver Lajos (Nagybinya)
1. megoldas: Mivel z — 1 < [z] < z, a kovetkezs egyenlStlenségekhez jutunk:
3(z—1)<22® + 2 —4< 3.
Az igy kapott egyenlStlenségeket megoldjuk:

{ 202 —2x—1>0 { :Ee(—oo,l}‘/g)u(%g,—i-oo)

202 — 22 —4 <0 zel-1,2

Tehat o € [—1, 1—T¢5) U (%2} és igy [x] € {~1,1,2}.



Ha [z] = —1, akkor a feladatbeli egyenlet 222 +2—1 = 0, és ennek az egyetlen olyan megoldasa,

amelynek az egészrésze —1, az x = —1. (A masik megoldas %, ennek viszont az egészrésze 0.)
Ha [z] = 1, akkor a feladatbeli egyenlet 222 +x —7 = 0, és ennek az egyetlen olyan megoldasa,
amelynek az egészrésze 1, az a © = ’1%‘/5. (A masik megoldas ’1%@)

Ha [z] = 2, akkor a feladatbeli egyenlet 2%+ —10 = 0, és ennek az egyetlen olyan megoldasa,

amelynek az egészrésze 2, az x = 2. (A masik megoldas —3.)

A fentieket Gsszefoglalva, az egyenletnek Gsszesen 3 megoldasa van, ezek pedig a —1, _1+T‘/ﬁ
és a 2.

2. megoldas: Abrazoljuk az y = %xz + %z,§ egyenletii parabolat, majd az y = [z] fiiggvény
grafikus képét.
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Az abra alapjan lathato, hogy a megoldasok —1,2 és egy (1,2) intervallumbeli szam. Mivel a
feladat nem kéri konkrétan a megoldasokat, csak a megoldasok szamat, ezért ez elégséges is.
Hasonld, de talan jobban lathatd gondolatmenethez jutunk, ha az egészrész fiiggvény helyett a
tortrész fiiggvény grafikus képét abrazoljuk. Ehhez atalakitjuk az egyenletet:

3] =20 +r -4 3(x—{2}) =227+ 2 — 4,

2 2 4
tehat a {x} = f§z2 + ngr 3 egyenlethez jutunk. Ha dbrazoljuk az y = f§z2 + %er % egyenletii

parabolat, majd az y = {x} fiiggvényt. Igy sokkal jobban latszik a harom megoldas.
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3. megoldas: Tekintsiik az f (7) = 221+ x — (4 + 3k) fliggvényt, ahol k = [z].

Ha z < —2, akkor f (z) = z(z +2) — (4 + 3k) > 0.

Az f fiiggvény minden x € (0, —1) esetén szigortian csdkkend, ha pedig = € (—3,+00), akkor
szigorian novekva.

Hazx € (,i, +oo), akkor - mivel szigorian névekvé - f-nek minden [k, k 4 1) intervallumban
legfennebb egy gyoke van. Ez a gyok pontosan akkor létezik, ha f (k) < 0és f(k+1—¢) > 0,
ha € elég kicsi. Ha e — 0, akkor

—

Fle+1—€ 5 2(k+1)°+(k+1)— (4+3k) =2k +2k -1



és ez nullanal szigortian nagyobb kellene legyen.

Az f(k) <0 2k*-2k—4<0& ke {-1,0,1,2}.
A 2k% 4+ 2k — 1 > 0 egyenl6tlenség viszont csak k = 1 és k = 2 esetén teljesiil.

Haz € (—2,—1), akkor k € {—2,—1} és f szigortian csdkkend. A k = —2 és k = —1 értékeket
egyszert visszahelyettesitéssel ellendrizhetjiik. Az el6zGekhez hasonldéan azt is ellendrizhetjiik,
hogy a forditott egyenlGtlenségek teljesiilnek-e, azaz:

2k2 —2k—4>0
2624+ 2k—1<0

Barmelyik tton is haladnank tovabb, koziiliik csak a k = —1 felel meg. Tehat harom megoldéas
van.

Megjegyzés: Az f fiiggvényt szamitégép hasznalata nélkiil nagyon nehéz &brazolni. Alabb
megtekinthet a grafikus képe.

T —
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5. feladat: Egy szamitogép segitségével kinyomtattak a 22014 ¢s az 52014 hatvanyok értékét
tizes szamrendszerben. Osszesen hany szamjegyet nyomtattak? (Pl. a 11231 szam kinyomtatasa-
nal 5 szamjegyet nyomtatnanak.)

dr. Katz Sandor (Bonyhdd)

Megoldas: Jelolje 22°™ jegyeinek szaméat k és 52914 jegyeinek szaméat [. Ha az n természetes
szam k jegyii, akkor 10*~1 < n < 10F, ezért

10771 < 2201 < 10% illetve 10'! < 5201 < 10%.

Mivel sem 2294 sem 520'% nem lehet 10 hatvany, hiszen sem 2, sem 5 hatvinyai nem vég-
z6dhetnek O-ra, igy egyik helyen sem allhat egyenlGség. Szorozzuk Gssze a két egyenlGtlenséget.
Ezt megtehetjiik, mert mindenhol pozitiv szamok allnak. Az el6bbi észrevétel alapjan mindkét
egyenl6tlenség szigort, tehat

10k+172 < 102014 < 10k+l.



A 10 hatvanyai a kitevsé névekedésével névekednek, ezért az elgbbibdl kivetkezik, hogy
kE+1—2<20l4< k+1.

Mivel k és | egész szamok, igy ez csak k + | = 2015 esetén lehetséges. Tehat a két szamnak
Osszesen 2015 jegye van.

Megjeqyzés: Az el6bbiekhez hasonloan belathato, hogy tetszéleges n pozitiv egész szam esetén
2™ és b szamjegyei szdmanak Osszege n+ 1. Ebbél kdvetkezik, hogy ha n értékét eggyel noveljiik,
akkor 2™ és 5™ koziil mindig pontosan az egyiknél né a jegyek szdma.

6. feladat: a) Hatérozd meg a siknak egységoldalu szabalyos haromszogekkel és egységoldala
szabéalyos hatszogekkel vald Gsszes szabalyos lefodését! Egy lefodés azt jelenti, hogy a sokszogek
hézag és atfodés neélkiil (egyrétien) lefodik a sikot. A lefédés szabalyos, ha léteznek olyan a és
b nullatél kiillonbo6zs természetes szamok, amelyekre minden keletkezd csiics koriil pontosan a
darab haromszog és b darab hatszdg van, valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy van olyan, nem feltétleniil szabalyos lefodés is (az elbbi haromszogek-
kel és hatszogekkel), amelyben létezik végtelen sok, paronként kiilonb6z8 mintazat, amely véges
sokszor jelenik meg! (Mintazat alatt a lefodés véges sok sokszoge altal meghatérozott Osszefiiggs
alakzatot értiink.)

Zsombori Gabriella (Csikszereda)

dr. Andrds Szildrd, dr. Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

Megoldas: A szabalyos haromszognek egy szoge 60°-0s, a szabalyos hatszognek pedig 120°.
Egy cstcs koriil az alakzatok szogeinek Gsszege 360°, tehat egy csiicsban legaldbb harom, de
legfennebb hat alakzat talalkozhat:

e ha harom alakzat taldlkozna, akkor ezek mind hatszogek lennének, igy nem tudnank a
szabélyos lef6déshez haromszogeket hasznalni:

e ha hat alakzat taldlkozna, akkor ezek mind haromszogek lennének, igy a szabélyos lef6dés-
hez most nem tudnank hatszoget hasznélni:

Ezt a két esetetet a kdvetkezd abrakon lathatjuk:

Ha egy cstics koriil csak egy hatszog lenne, akkor négy haromszog kell melléje (1-120°+4-60° =
360°). Az egyszertibb hivatkozas érdekében a lefedéshez hozzarendeljiik a csticsok koriil megjelend
sokszogek oldalszamaibol képezett rendezett szamhalmazt egy rogzitett koriiljaras szerint. Igy az
elébbi lefédéshez hozzarendelhetjiik a (6,3,3,3,3) rendezett szam otost. Egy ilyen csicspont
lathato a kovetkezs abran:



L

Szabalyos lefodés csak a kovetkezd modon készithets:

o3

Ha egy csucs koriil két hatszog lenne, akkor két haromszog kell hozza (2 - 120° 4 2 - 60° = 360°).
Ez esetben kétféle csiics lehetséges: (6 3,6,3), illetve (6,6,3,3).

e A (6,3,6,3) esetben egy cstcs koriili elhelyezés lathaté a bal oldalon, mig a szabalyos
lefédés a egy része jobb oldalon:

hea

e A (6,6,3,3) esetben egy csucs koriili elhelyezést tiintettiink fel a kovetkezd bal oldali dbran.

9%




Ebben az esetben szabalyos lefédés nem létezik, amit az el6bbi abra jobb oldala is bizo-
nyit. Valoban, ha kiindulunk az 1-el jelolt (6,6,3,3) tipust csicsbol, akkor a 2-es cstcs
is sziikségszerten (6,6, 3,3) tipusi lesz. Viszont ez azt jelenti, hogy a 3-as csics mar csak
(6,3,6,3) tipust lehet. Ez a folyamat folytatodik, két fajta csticsunk lesz: a teli csticsok
tipusa az abran (6,6, 3, 3), mig az iires csucsok (6,3, 6,3) tipustak.

Attériink a b) alpont megoldasara. Vegyiik fel a kovetkezs abran lathaté szabalyos lefodést és a
hozz4 tartozé, nem derékszogi koordinata-rendszert.
A lefédésben szerepls hatszogek kozéppontjainak a koordinatai (2k, 21) alakaak, ahol k,1 € Z.
Az 8sszes olyan hatszoget, amely kézéppontjanak a koordinatai nem (2%, 2%) k € Nk > 1
alakuak, cseréljiik ki a hatszog egyértelmii haromszog-lefédésére.
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Az igy keletkezett siklefodés esetén végtelen sok olyan mintazat létezik, amelyik véges sokszor
fordul csak el6: az Osszes olyan mintizat, amelyik tartalmaz két egymést kévet6 megmaradt
hatszoget és a koztiik levs szabalyos sokszogek altal kitoltott alakzatot tartalmazza, csak egyszer
fordul el mert a két hatszog kozéppontja kozti tavolsag csak egyszer fordul eld.

Megjegyzés: Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utols6 feladatdnak a megoldasat az
évfolyamok sorszamanak névekvs sorrendjében.



