XXII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny

Gyor, 2013. marcius 14—18.

12. osztaly

1. feladat: Hatéarozza meg az Osszes k egész szamot gy, hogy az E = k - 32013 — 2012
oszthaté legyen 11-gyel.

Olosz Ferenc (Erdély)

Megoldas: A feladat tobbféleképpen is megoldhat6. Az egyik lehetséges megoldasi mod a
kovetkezd:

35 =243 = 22.11+1, ezért j6 lenne, ha az E-ben a 32913 helyett 32915 szerepelne. Mivel 9 és
11 relativ primek, ezért az E-nek 11-gyel valé oszthatdsaga helyett tanulmanyozhatjuk a 9 E-nek
a 11-gyel val6 oszthatdsagat.

9E =k -3201% —9.2012 = k- (3°)""

— 18108 = k- (22- 114 1)"® — (1646 - 11 + 2)

A binomislis képlet alapjan (22- 11+ 1)" =11 -k, + 1, ahol k; € Z.
(Aki nem ismeri e képletet, az teljes indukcioval bizonyithatja a fenti Osszefliggést.)

9E = k(11-ky +1) — (1646 - 11 +2) = (k - ky — 1646) - 11 + k — 2

9FE akkor és csak akkor oszthat6 11-gyel, ha k—2 oszthaté 11-gyel, vagyis k—2 = 11-m, m € Z.
Tehat £ = k - 32913 — 2012 akkor és csak akkor oszthaté 11-gyel, ha k olyan egész szam,
amelynek 11-gyel val6 osztasi maradéka 2, vagyis k = 11 - m — 2, ahol m tetsz6leges egész szam.

5
2. feladat: Igazolja, hogy az y = 3% + 1 egyenletii egyenestsl minden racspont (olyan pont,

1
amelynek mindkét koordinatdja egész szam) E—nél tavolabb van.

Dr. Kdntor Sdndor (Magyarorszdg)

Megoldas: Az y = 2a 4 1 egyenletii egyenes athalad példaul az (z;y) = (0;1), (3;6) racs-
pontokon (3; 5) irdnyvektorral. Ebben az irdnyban nincs révidebb racsvektor, mert 3-nak és 5-nek
nincs 1-nél nagyobb k6z6s osztdja.

A parhuzamos racsegyenesek tavolsagat abbol az elvbgl hatarozhatjuk meg, hogy az iires
racsparalelogramma teriilete 1. (Ezt tényleg ismertnek tekintjiik!)

A fenti legrévidebb racsvektor hossza /34, ezért a racsegyenesek tavolsaga \/% (az alap -
magassag teriiletképlet miatt).

Az \/ﬁ > & egyenl6tlenségbdl kivetkezik a feladat allitésa.




3. feladat: Hany olyan haromszog van, amelynek oldalai centiméterben mérve egész szamok
és a teriilete 24 cm?? Hatarozza meg ezeket a haromszogeket.
Kallos Béla (Magyarorszig)

Megoldas: Jeloljiik a haromszog oldalait a, b, c-vel, a félkeriiletét s-sel. Ekkor felirhato
(Héron-képlet), hogy /s(s —a)(s — b)(s — ¢) = 24, azaz

s(s —a)(s —b)(s —c) = 2° - 3% = 576.

Itt s értéke biztosan egész, ugyanis nem egész esetén a tortrésze 0,5 lenne, de ekkor az s(s —
a)(s —b)(s — ¢) szorzat nem lenne 576, azaz egész. A baloldalon az utols6 harom tényezs Gsszege
egyenld az elsG tényezdvel, ugyanis s—a+s—b+s—c=3s—2s=s. Mivel s > s—a; s > s—b; és
s > s—c, ezért végezziink egy becslést szamtani-mértani egyenlStlenség segitségével az s értékére:

Vsl a B g < ARl INTlbog s

V576 < g
WU < s
10 < s

Ezért az 576-ot ugy kell felbontani négy tényezd szorzatara, hogy harom tényezd Gsszege a
negyedikkel legyen egyenld, ami viszont 10-nél nem kisebb. Az 576 szoba johets osztopérjai (amit
tovabb kell bontani): 1-576, 2 - 288, 3-192, 4-144,6-96, 8-72,9-64, 12-48, 16 - 36, 18 - 32,
24 - 24.

Ezek koziil csak a 18 - 32 és a 16 - 36 irhato fel a megfelel6 négytényezss szorzatként:

l.eset: 12-48=12-6-4-2,ahol s =12, s —a =6, s —b=4, s — ¢ = 2, azaz a hdromszog
oldalai 6 cm, 8 cm és 10 cm.

2. eset: 16-36 =16-12-3-1, ahol s =16, s —a =12, s —b =3, s — ¢ = 1, azaz a hadromszog
oldalai 4 ¢m, 13 cm és 151cm.

Tehat két megfelel haromszog 1étezik.

4. feladat: A kupba gémbdét, majd ebbe a gdmbbe kupot szerkesztiink, amely hasonlo az
els6hoz, a tengelyes metszetek szarszogei egyenlSk, a nagyobb kip térfogata 27-szer nagyobb a
kisebb kup térfogatdnal. Hatarozza meg a kisebb kup magassaganak és sugaranak az aranyét.

R. Sipos Elvira (Délvidék)

Megoldas: % = 27 = X\ = 3. Az alabbi abra jel6léseit hasznaljuk:




0Q1Q2 haromszogben:

2+ (m—R)? = R?
r24+m?—-2mR+R?> = R?
r>+m? = 2mR

OP; P, haromszogben:
(3r)2 4+ (3m)%2 —3r =3 (\/ r2 +m? — r)

Igy Pitagorasz-tétellel:

(3m — R)?* = R2+9(\/T2+m277")2

9m? —6mR = 9 ((7’2 +m?) — 2rv/r2 + m?2 +T2)
—3r2 —3m> = 18 — 1812 + m?

18712 +m? = 2112+ 3m?
6r\V/r2+m2 = Tr*4+m?

36r2(r* 4+ m?) = 49 4 14m?r? + m*

0 = m*+22m*? + 13
m?\ > m?
<7~_2> _ 92 <T—2) +13 = 0

Megoldoképlettel:
m?
— =114+6V3
r

m / m /
— =1/11 illetve — =14/11 —
" +6\/§16ver 63

Mind a ketts jo!

5. feladat: Van n varosunk (n egynél nagyobb egész szdm) tugy, hogy koziiliik barmely
kett6t egyirdnyt vastutvonal kot Gssze. Bizonyitsa be, hogy a varosok kozt van olyan, ahonnan
barmelyik varosba legfeljebb egy atszallassal (ezen a vastuthalézaton) el lehet jutni.

Dr. Kdntor Sdndor (Magyarorszdg)

I. megoldas: Legyen k az a legnagyobb porzitiv egész szam, amelyre igaz, hogy van olyan
varos, amelybdl k varosba el lehet jutni kozvetleniil (4tszallas nélkiil). Legyen A olyan véros (vagy
ha t6bb ilyen is létezik, akkor koziiliik egy), amelybdl az Aj, As, ..., Ax (kiilonbozs) varosokba
kozvetleniil el lehet jutni.

Ha az 0sszes varos A;-k kozott van, akkor innen minden véros kozvetleniil elérhetd.

Ellenkez6 esetben vegyiink egy tetszdleges, eddig kimaradd varost, legyen ez B. A-bol B-be
nem lehet eljutni, hanem forditva csak, A meghatarozasa miatt. Ha az 6sszes A;-be B-bdl vezetne
ut, akkor B-bdl k + 1 ut vezetne ki, ez a kezdeti feltételiinknek ellent mondana, tehat valamelyik
A;-bél vezet it B-be, tehat B is 1 atszallassal elérhets A-bol.

Ez a gondolat az Gsszes, A;-k kozott nem szerepld varosra igaz, tehat készen vagyunk.



II. megoldas: Bizonyitsunk teljes indukciéval. n = 2, 3-ra kénny latni, hogy igaz az allitas.

Tegyiik fel, hogy n-re is igaz (n-ig minden esetre igaz). Nézziik az n + 1-es esetet. Tekintsiink
els6re csak n vérost, erre igaz a feltétel. Vagyis jeloljiik A-val azt a varost, ahonnan minden
tovabbi elérhets direkt vagy 1 atszéallassal. A direkt elérhets varosok legyenek Dy, Do, ..., Dy, a
tobbiek (maradék) innen méar direkt elérhetd.

Most tegyiik be az n + 1-edik vérost és nézziik, hogy hogyan kapcsolodik A-hoz és a D;
varosokhoz. Ha innen ezek kozvetleniil elérhetSk, akkor innen minden elérheté a feladat szerint.

Ha csak 1 is olyan, hogy innen nem érhetd el, akkor tovabbra is az A a j6 varos, hiszen vagy
legujabb vagy kozvetleniil (A-bol), vagy valamelyik D;-n keresztiil (1 atszallassal) elérhetd.

6. feladat: Legyen x; pozitiv, 1-nél kisebb szdm. Képezziik az
Tpi =axp — 27 (k=1,2,...) sorozatot.

Bizonyitsa, hogy minden pozitiv n egész szamra

, 2014

Oldh Gyérgy (Felvidék)

Megoldas: xj41 =z — o7 atrendezésével 22 = xj — Tjyq.
Irjuk fel ezt £k =1,2,...,n-re,

SC% = r1 — T2
.T% = To — I3
2 —
Ty, = Tn — Tp+1,

majd adjuk 6ssze a fent felirt egyenleteket:

2+ 22+ +22 =z -z <z <1<%
1 2 n =21 n+1 1 2013

Ugyanis a sorozat minden eleme, igy x,1 is pozitiv. Valoban 0 < 21 < 1 miatt 22 = z1(1—x1)
is 0 és 1 kozott van, és 1épésrol 1épésre lathaté ugyanez a sorozat tobbi elemére is.



