XXII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny

Gyor, 2013. marcius 14—18.

11. osztaly

1. feladat: Oldja meg a valdés szamok halmazéan a kdvetkezs egyenletet:
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x—1+x2—x+1:€

Kovdcs Béla (Erdély)
I. megoldas: Az egyenlet értelmezési tartoménya az R \ 1 halmaz; 22 — x 4+ 1 > 0 minden
valds z-re. )
Legyen x + %5 = %

rz—1

t. Az 1j ismeretlennel felirhatjuk a harmadik tagot is:

$2 o II71 t
2 —x+1 32171 t—1
Igy az egyenlet:
‘o t 49
t—1 6

Felszorzunk és rendeziink.

6t> — 49t +49 =0
A masodfoki egyenlet gyokei t1 =7 és ty = %.
Visszatériink a helyettesitéshez.

= =7 = 2>~ Tr+7=0
r—1
Ezen masodfoku egyenlet gyokei
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Ez utébbi masodfoki egyenletnek nincs valds gyoke.
Tehat az eredeti egyenlet valés megoldésai:

7++/21

1,2 = 5

II. megoldas: Kozos nevezdre vald hozéssal és atalakitasokkal rendezve az egyenlet:

zt — 4922 + 9822 — 982 + 49 = 0.



Szorzatté alakithatunk:
(2® =Tz +7) (62® — T2+ 7) = 0.

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla — a két masodfoku egyenlet
megoldédsa utan kapjuk az eredeti egyenlet gyokeit.

2. feladat: Az z, y, z valos szamok eleget tesznek az
22+ 3y 4+ 22 =2

egyenletnek. Mekkora lehet a 2x 4+ y — z kifejezés legnagyobb értéke és mely x, y, z szdmokra
veszi ezt fel?
Pintér Ferenc (Magyarorszdg)

I. megoldas: Legyen 2z + y — z = t, ahonnan z = 2z 4+ y — ¢, melyet helyettesitsiink be a
feltétel egyenletébe. Ekkor a kovetkez6hoz jutunk:

P2 +32+ ey —t)2 =2
Végezziik el a miiveleteket és rendezziink x hatvanyai szerint.
52% 4 4(y —t)x +4y* — 2y +1t2 —2=0

Ez z-ben masodfoktu egyenlet — z-re valos gyokot csak akkor kaphatunk, ha az egyenlet
diszkriminédnsa nemnegativ.
D=16(y—t)* —4-5(4y* — 2ty +t* —2) > 0
Ay —t)* =5 (4y* — 2ty +t>—2) > 0
49% — 8ty + 4t* — 20y% 4+ 10ty — 5t> 4+ 10> 0
0> 16y% — 2ty +t> — 10
Ennek az egyenl6tlenségnek akkor van megoldasa, ha bal oldalon all6 y-ban masodfoku kifeje-
zésnek van zérushelye, vagyis ha a diszkriminansa nem kisebb nullanal:
42 —4-16- (1 —10) > 0
t* = 16t> + 160 > 0
160 > 15¢>

22 5 42

Ebbdl az egyenlGtlenségbdl megkapjuk ¢ legnagyobb értékét:

32

tmax - 3 N

Innen az el6z6 egyenl6tlenségekben mindeniitt egyenléséget irva és behelyettesitve t maximaélis
értékét, visszafelé haladva kapjuk y, = és z azon értékét, ahol ¢ felveszi maximumat:

\/§ 1\/§ 1\/§
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Ezen értékek valoban kielégitik az eredeti feltételt:

2 2 2
2 6V 2 2Va2/] 2 36 2 4

II. megoldas: Legyen 2x + y — z = t, és ennek valamilyen pozitiv a-szorosat vonjuk ki a
feltétel egyenletébdl, majd rendezziink.
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Tudjuk, hogy a bal oldal nemnegativ, igy a jobb oldal is az. Mivel célunk ¢ maximalizalasa, ez
azt jelenti, hogy mindkét oldal 0. Ekkor
O:2fozt+éoz2 = t:2+éo¢,
3 a 3
felhasznélva, hogy a pozitiv. A bal oldal pontosan akkor nulla, ha minden tag nulla. Ez akkor
teljesiil, ha
@ @
T=o Y=o, 2=-g
Az z-re, y-ra és z-re kapott értékeket visszairva a feltételbe megkapjuk a maximalis ¢-hez
tartozé a értékét.
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Valasszuk meg tehat igy a-t. A fenti levezetésbdl méar kidertil, hogy ¢ akkor veszi fel maximalis

értékét, ha
x_\/? _1\/§ Z__l\/§
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max — - = - -
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A maximaélis érték tehat

IT1. megoldas: Tekintsiik az u (:c; V3y; z) és v (2; %; 71) vektorokat, az altaluk bezért

sz0g legyen ¢.
A vektorok abszolat értékei

1 4
ul=v22+32+22=v2 6s |v[\/J4+=-+1=—,
u] Y vly/4+ 3 7



skalaris szorzatuk
uv =2r+y — 2.

A Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség szerint uv < |u| - |v], és egyenlSség akkor
és csak akkor teljesiil, ha a két vektor linearisan Gsszefiiggd, azaz ha u = Av, tehéat

A
—oN y=2, 2=—A
€ ) y 3 ) z
Igy kifejezhetjiik a-szel a mésik két valtozot: y = tx, z = —La. Eat visszairva a feltételbe
megkapjuk x értékét.
9 T\ 2 )2
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T = \/g—re Y= %\/g 6s 2z = —%\/g; = —\/g—re Y= —%\/g és z = %\/g — utobbi esetben
2x + y — z negativ, igy ez nem ad maximumot. Az elbbi esetben

3 1 /3 1 /3 8 /3 42 32
2 — :2 —_ — — — —_ = — _ = — = _—
Try-2 \/;+6\/;+2\/; 3\£ 73 V3

ami valoban |u és |v| szorzata. A kifejezés legnagyobb értéke tehat /32, amit a megadott x, y,
z értékekre fel is vesz.

3. feladat: Mutassa meg, hogy a kovetkezs egyenletnek nincs megoldasa az (z;y) pozitiv
egész szamparok halmazan:

(3z + 3y)? + 122 + 12y = 8048 + (z — y)°.
Nemecsko Istvin (Magyarorszdg)
Megoldas: Mindkét oldalhoz 4-et adunk és rendeziink:

(3 +3y)* + 43z + 3y) + 4 — (z — y)* = 8052
(32 4+ 3y +2)% — (z — y)? = 8052
2r+y+1)(x+2y+1)=2013

Ha x és y pozitiv egész szdmok, akkor a zardjelben allo kifejezések is azok. Felirjuk 2013
primtényezds felbontasat:

Qr+y+1)(z+2y+1)=3-11-61



Legyen tehéat

2r+y+1=ds,
r+2y+1=ds,

ahol d1 . dQ = 2013.
Kifejezziik z-et és y-t:

3y:2d27d171,
3 =2dy —dy — 1.

x és y szerepe szimmetrikus, igy feltehetjiik, hogy di > da (d1 # da, mert 2013 nem négyzet-
szam).

A lehetséges felbontédsokat a tablazat mutatja: az els§ harom esetben y jol lathatdéan negativ
lesz, a negyedik esetben pedig nem egész szam:

di  do y
2013 1 negativ
671 3 negativ

183 11 negativ

2:33—-61—-1 __ 4
61 33 233-61-1_ 4

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szampéarok hal-
mazan.
Megjegyzés: az egészek halmazéan az egyenletnek nyolc megoldasa van:

(—1342;670), (—222;446), (—54;118), (—30;—2),
(670; —1342), (446;—222), (118;—54), (—2;—30).

4. feladat: Tekintsiink egy 5 x 5-0s méretd ,sakktablat”. Jelentse az adott sakktdbla egy
kitoltését az az eljaras, melynek soran minden mezébe beirunk pontosan egyet az 1, 2, 3, ... 25
szamok koziil. Adja meg a fenti sakktablanak egy olyan kit6ltését, melyben a szamok soronkénti
Osszegeinek szorzata a lehets legnagyobb.

Biré Béla (Erdély)

Megoldas: A feladatban megfogalmazott feltételek mellett az adott sakktablat véges sokféle-
képpen tolthetjiik ki (6sszesen 25!-féle kitoltés van, ha a szimmetrikus kitoltéseket nem tekintjiik
azonosnak). Minden kitoltéshez tartozik a soronkénti szamok Gsszegeinek egy-egy szorzata. Tehat
ezen szorzatszamok halmaza is véges, ezért van kozottiik legnagyobb.

Jeloljiik a soronkénti szamok véltozd Osszegszamait a, b, ¢, d, e-vel. A szdmtani és mértani
kozepek kozti egyenlGtlenség felhasznédlasaval irhatjuk, hogy:

b d ° 25\°
abcde§<a+ +§+ ”) (3—;’> — 65,

mert a +b+c+d+e =142+ ...+ 25 = 325. EgyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha
a=b=c=d=e=065.

Megvalosithaté olyan kitoltés, ahol ez a feltétel teljesiil, tehat ahol a soronkénti Gsszegek
egyenként 65-tel egyenlSk: egy ilyen kitoltést mutat a tablazat.
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A szorzat maximuma tehat 65°, amelyet a bemutatott kitdltés esetén meg is valésul.

5. feladat: Legyen az ABC haromszog AB oldaldnak belss pontja P. Az AC egyenest az A
pontban érintg, illetve a BC' egyenest a B pontban érint6 korok metszéspontjai a P és () pontok.
Bizonyitsa, hogy a C pontnak az AB szakasz felez6merdlegesére vonatkozo tiikdrképe illeszkedik
a PQ egyenesre!

Biré Bdlint (Magyarorszdg)

Megoldas: Legyen az ABC haromszog koré irt kor k.

Elgszor azt fogjuk bizonyitani, hogy a @ pont rajta van k-n.

A k1 kor az A pontban érinti az AC' egyenesét, hasonloképpen a ko kor a B pontban érinti
a BC egyenesét. Az érintG tulajdonsiga és a keriileti szogek tétele miatt PAC<t = PQA< —
ezek a @) pontot nem tartalmazd AP korivhez tartozé keriileti szogek a ki korben —, ugyanigy
PBC<« = PQB< — ezek a szogek a Q pontot nem tartalmazdé BP korivhez tartozéd keriileti
szogek a ko korben. Nyilvanvaléan PAC< = BAC<« és PBC< = ABC«.

Az 5. feladathoz.

Ezek szerint

BAC< + ABC< = PQA< + PQB< = AQB< = 180° — ACB«,



azaz az. AQBC négyszog két szemkozti szogének Gsszege 180°, tehat a négyszog hurnégyszog, igy
Q rajta van a k koron. (A C és @ pontok az AB egyenes kiilonb6z8 oldalan vannak).

Legyen most a PQ egyenes és a k kor Q-t6l kiilonb6z8 metszéspontja R. Azt fogjuk bizo-
nyitani, hogy a C pontnak az AB szakasz felez6merslegesére vonatkozo tiikkorképe éppen az R
pont.

Az el6z6ek szerint BAC<t = PQA< = RQA<, ugyanakkor k-ban egyenls nagysagu keriileti
szogekhez egyenls hosszisagn hirok tartoznak, tehat BC' = AR.

Hasonloképpen igazolhato, hogy ABC'< = PQB< = RQB< miatt AC = BR.

Ezért az R pont az A és B pontoktdl rendre BC, illetve AC' tavolsagra van, ez pedig csak
ugy lehetséges, hogy az R pont nem mas, mint a C pontnak az AB szakasz felezGmerslegesére
vonatkozo6 tiikorképe. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

Megjegyzés. A feladat eredménye az is, hogy rogzitett A, B, C' pontok mellett a C pontnak
az AB szakasz felez6merdélegesére vonatkozoé tiikorképe mindig ugyanaz az R pont, és a P pont
AB szakaszon beliil elfoglalt helyzetétdl fiiggetleniil a PQ egyenes mindig az R ponton megy &t.

Megjegyzés. A feladat allitdsa mar az BAC< = PQA< = RQA< egyenlGséghdl kovetkezik,
mert eszerint BC' = AR, ami miatt ABRC hurtrapéz.

6. feladat: Jeloljiik az ABC haromszog szogeit «, 5, y-val, az emlitett szogekkel szemkozti
oldalakat pedig rendre a, b, c-vel. Bizonyitsa be, hogy b < 3(a+ c) esetén 8 < 3 (o + 7).
Fonyd Lajos (Magyarorszdg)

I. megoldas: Hosszabbitsuk meg az ABC/A BA és BC oldalait A-n és C tul rendre a,
illetve ¢ tavolsaggal; legyenek a kapott pontok D és E.

BD = BE = a + ¢, tehat BDFE egyenl$ szart haromszog. Hizzunk D-n keresztiill AC-vel,
C-n keresztiil AD-vel parhuzamost, ezek metszéspontja legyen F. DFCA paralelogramma a
parhuzamossagok miatt: F'C = DA =a és DF = AC = .

A 6. feladat I. megoldasahoz.

A péarhuzamos helyzeti szogszarak miatt ECF<g = CBA< = 3. ECFA = ABCA, mert két
oldaluk és ezek kozbezért szogei megegyeznek. Ezért FE = AC = b.
Irjuk fel a DEF A-ben a haromszog-egyenl6tlenséget és hasznaljuk fel a megadott feltételt:

DE < EF+FD=2b<a+c=BD.



A DEB egyenl§ szari haromszéghen DEB< = % (180° — j3), és mivel nagyobb oldallal szemben
nagyobb szog talalhato,

EBD< < DEB<
1
B < 5 (180° — )
1
B < 3 (a+7).

Ezzel az allitast igazoltuk.

II. megoldas: Mivel o + 8 + v = 180°, ezért [ < %(a + 7) akkor és csak akkor, ha
38 < a+ B+, azaz ha f < 60°.
Rendezziik a feltételt:

b<

2< =

Sy
Sal S
Sl

Alkalmazzuk a szinusztételt, majd végezziink atalakitiasokat.

sina  sinvy
< = :
sinf  sinf

2sin B < sina + sinvy

4sin g cos g < sino +siny kétszeres szogre vonatkozo addicios tétel

a+7cosa;7

180° — —
4$iné CcOoS é < 2sin 80 p CcoS > 7
2 2 2

4sin g cos g < 2sin szinuszok Osszegének szorzattd alakitasa

4 sin g cosg < 2sin (90O — g) cos

a—7
2

4sin§cos§ < 2c0s§cos

a—7
2

25in§<cos <1 cos— >0

. <1
mn — —
Sy S5
B o
2 <30
2<

B < 60°

Ezzel az allitast igazoltuk.

II1. megoldas: Tekintsiik azt a haromszdget, aminek oldalai sin «, sin 3, sin~y. A szinusztétel
garantéalja, hogy ilyen haromszog létezik, hiszen

b
sina:sinﬁ-%; sinﬁ:sinﬁ-g; sin'y:sinﬁ-g,



b
b2 b b
Teljesiil, hogy

és az £ gzamok kielégitik a haromszog-egyenlGtlenséget.

1
sin 8 < §(sino¢ + sin7y).
Helyettesitsiik be ugyanis a megfelels kifejezéseket:
'5<1('5 a+.6 C)
sin —(sinfB-—+sing- -
2 b b/’

ez pedig sin 8 > 0 miatt ekvivalens a feltétellel.
Ismeretes, hogy

a —
sina + siny = 2sin 7COSTW.
Igy a fentiek szerint
! o — o
sin 8 < sin ;WCOS 27§sin —2’—7,

lévén cos % <1.
s

Mivel 222 < I és a szinuszfiiggvény szigortt monoton né a [0; | intervallumban, igy

o+ -y

B <=5




