XXII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Gydr, 2013. mdrcius 14—18.

10. osztaly

1. feladat: Hatarozza meg azt az x valds szamot, amelyre az
f(x) = [8~x| + [11-x| + |13~x| + [16-2x| + |19z

fliggvény értéke a legkisebb. Mennyi ez az érték?
Kdntor Sdndorné (Magyarorszdg)

1. feladat megoldasa:

x+8 ha z <8
I8 —z| =
hax > 8

It —zr+11, hazxz <11
— z

r—11, ha z > 11

13— af = —x+13, haz <13

x — 13, ha x> 13

116 — 2| = —xr+ 16, hax < 16

r — 16, ha z > 16

—x+19, haz <19
[19 — x| =

x — 19, ha =z > 19.
fey
—5x+ 67, hax <8
—3xr+51, ha8<z<l1l
—x+29, hall<z<13
T+ 3, ha 13 <z < 16
3z — 29, ha 16 <z <19
5x — 67, ha 19 < z.

f(13) = 16.

Konnyen 14thatd, hogy f(z) > 16 minden z € R\ {13}-ra. A fliggvény minimélis értéke tehét 16, és ezt
x = 13-nal veszi fel.

Altalanositas: Ha a1 < as < -+ < ap, akkor az f(z) = |ay — x| + |ag — | + -+ + |an — 7|
fiiggvénynek, ha n = 2k — 1 (k € NT), akkor az = a;, helyen van minimuma, ha pedig n = 2k, akkor
f(z) értéke az [ay, ax+1] intervallumon 4llandd, méshol pedig nagyobb.

2. feladat: Keresse meg azokat a pozitiv egész szamparokat, amelyeknek a szamtani kézepe eggyel
nagyobb a harmonikus kozepiiknél! (Emlékeztet6iil: két pozitiv valés szdm harmonikus kozepének re-
ciproka egyenld a szdmok reciprokainak szdmtani kdzepével.)

Kallés Béla (Magyarorszdg)



2. feladat I. megolddsa: Jeldljiik a két pozitiv egész szdmot a-val és b-vel, ahol a > b (egyenlék
nem lehetnek, mert akkor megegyezik a szdmtani és a harmonikus kozepiik), és legyen a kiilonbségiik
k = a — b. Ekkor felirhaték a kévetkezdk:

a+b  2ab
2 " a+b

+1

(a+ b)? = 4ab+ 2a + 2b
(a —b)? =2a+2b

k% = 4b + 2k
k(k—2)=4b
~ k(k—2)
b= 4
k(b —2) _k(k+2)
a—T—l—k—T.

Ekkor a és b csak tgy lehet pozitiv egész, ha k 2-nél nagyobb péaros szdm. Vagyis a és b olyan
szamok lehetnek, amelyeket harom szomszédos pozitiv paros szambdl kapunk: b a két kisebbik paros

. ) , o , )  k(k—2)
szam szorzatdnak negyede, a a két nagyobbik paros szam szorzatdnak a negyede lehet, azaz b = ===
ésa= w, ahol k > 4 péros szdm.

Megmutatjuk, hogy minden ilyen esetben a szamtani kozép 1-gyel nagyobb lesz a harmonikus
kozépnél. A harmonikus kézép

9. k(kz—2) ] k(k4—2) k2(k82—4) B k24 B k2 X

k(kt2 Ek—2) 2k = v
(i2) | kG-2) 2 1 1

a szdmtani kozép

k(k+2) | k(k—2
(1) 4 M) g

2 4
2. feladat II. megolddsa: Jeloljiik a két pozitiv egész szdmot a-val és b-vel, ahol a > b (egyenl8k
nem lehetnek, mert akkor megegyezik a szdmtani és a harmonikus kozepiik). Ekkor felirhaték a kovet-
kez6k:

a+b 2
T, 1
2 2 T3
a+b 2ab
= 1
2 a+b+

(a +b)* = 4ab + 2a + 2b
(a —b)? = 2a + 2b.
A jobb oldal paros, tehat a bal oldal is. A négyzet miatt a szdmok kiilonbsége is paros, azaz
a—b=2t,

(ahol t pozitiv egész), és igy
a+b=2t%

A két egyenlet Osszeaddsdval illetve kivondsdval
a=t*+t, b=t*—1

Mivel mind a két szam pozitiv, ezért ¢ > 2.
Az ellenérzés azt mutatja, hogy a kapott alakok jok, hiszen

a+b o
=t
2 )



3. feladat: Igazolja, hogy barmely 2 < n egész szdmhoz léteznek olyan pozitiv egész x, y, z szamok,
melyekre teljesiil, hogy
22 +y? + 22 =25"

Bencze Mihdly (Erdély)
3. feladat megoldasa:
122 + 162 + 152 = 252
722 + 962 + 352 = 253
5762 + 168% + 1752 = 25%

(z2,y2, 22) = (12,16, 15)
(x3,y3,23) = (72,96, 35)
(24, ya, 21) = (576,168, 175).
Teljes indukciéval: ha (2, yn, 2n) megolddsok, akkor
Tni1 =5°Tn, Ynt1=5Yn, Zni1 =52
szintén megoldasok lesznek, ugyanis
22 YR 2l =25 (22 +yl 4+ 22) = 25"

Tehat minden 1 < n természetes szamhoz talaltunk alkalmas x, y, z természetes szamokat a feladat
kovetelményének megfelelen. (Harom ilyen szédmhdrmas sorozatunk is van, az n = 1-hez nincs ilyen z,

Y, 2.)

4. feladat: Ha z, y, z pozitiv egész szamok és 3x + 668y = 671z, mutassa meg, hogy az
n=a’(y —2)+y*(z — ) + 22(z —y)

szam oszthat6 2013 - 668-cal!
Longdver Lajos (Erdély)

4. feladat I. megoldésa: 3z + 668y = 671z < 3z — 3z = 668z — 668y < 3(x — 2) = 668(z — y).
De 3 és 668 relativ primek, ezért x — 2 = 668 - k1, 2 — y = 3 - ko, ahol k1, ke € Z.

3z + 668y = 671z < 668y = 671z — 3x < 668y — 668z = 671z — 671z < 668(y — z) = 671(z — z).
De 668 és 671 relativ primek, ezért y — x = 671 - k3, ahol k3 € Z.

n

Tgy 3671668 = 2013 - 668|n.



4. feladat II. megoldasa: Alakitsuk at a vizsgdlando kifejezésiinket:

Py =) 4P ) + 2 —y)
= 2y - )+y 2 -y + 12 -y’
Ply—2)+ysly—2) -2 (- )
y—=z)(2® +yz—a(y+2))
y—z)(z—y)(z—2).

n =

(
(
Nézziik most a feltételt:

3z 4+ 668y =671z
3x — 3y =671z — 671y
3(x—y) =671(z —y).

Mivel 3 és 671 relativ prim, ezért
3lz—y 671z — y.

Nézziik most a feltételt ismét:
3x + 668y = 6712

668y — 668z = 671z — 671x
668(y —x) = 671(z — x).
Mivel 668 és 671 relativ prim, ezért
668|z — x 671z — y.
Osszefoglalva
3lz—y 668|z — x 671z —y = 3-668-671|(z —y)(y —2)(z — x),

és ezt kellett bizonyitanunk.

5. feladat: Az A-ban derékszogli ABC haromszogben a BAC szog bels6 szogfelez6je BC-t D-ben
metszi. Az AD B sz6g belso szogfelezéje AB-t az E pontban, mig az ADC szdg belsé szogfelezdje AC-t az

F pontban metszi. Igazolja, hogy a szokdsos (AB = ¢, BC = a, CA =) jelolésekkel: BE + CF = b+c
Molndr Istvan (Magyarorszdg)

5. feladat I. megoldésa: Legyen BE = x és CF = y. Ekkor AE = ¢ — z, illetve AF = b— y lesz.




Alkalmazva a szogfelezotételt az ABC haromszogben kapjuk, hogy % = ;. Innen egyszertl szdmi-
tésokkal felhasznalva, hogy BD + DC = a, BD = 2< illetve DC = 2

Az ABC haromszog teriiletét kétféleképpen feh’ll)rt;: e
Tapc =%
{ Tapc = Tapc + Tapp = A2bgnas 4 AD-csinds® _ Ap. \/TE “(b+0),
ahonnan
%:AD-?-(b—i—c) = AD= l;c_:_/z

Vagy: hosszabbitsuk meg az AB oldalt A-n til AC = b-vel, igy kapjuk a C’ pontot. CC’ = by/2,
hiszen egyenld szdrt derékszogli haromszoget kapunk. Ugyanakkor CC’ parhuzamos AD-vel, igy alka-
Imazhaté ra a parhuzamos szel6szakaszok tétele:

AD  AB AB c bey/2
— = AD = . =bv2- = .
cc 0B CO - G =WV =

(Ugyanezt az eredményt ugyis megkaphattuk volna, ha felhaszndljuk a bels6 szogfelezd hosszdra

vonatkozé Osszefiiggést, mely alapjan AD = ﬁ - y/bes(s — a), ahol s az ABC héromszog félkeriilete,

illetve az a? = b? + ¢? Osszefiiggést a haromszog derékszogli volta miatt.)
Alkalmazzuk a szogfelezOtételt az ADB haromszogben:

AB_AD -  e-w 2 0B
EB DB x 2 a

’” 7 442 s — ac
Innen egyszerii szamitasokkal kapjuk, hogy = = pERAVoL

Alkalmazzuk most a szogfelezétételt az ADC héaromszoghen:

AF_AD _ boy B2 o
FC DC y_#bc_a

Innen egyszerli szamitasokkal kapjuk, hogy y = a+"cb 75

A kapott eredményeket és az a? = b? + ¢? Gsszefiiggést felhasznalva:

b 22 b+ b%/2
BE+CF — o4y = ac n a . ac+c \/_—i—a + \/_
a+bvV2  a+cV2 a2 + abv/2 + acy/2 + 2bc
B alb+c)+ (> +A)V2 " a(b+c) +a*v2
a2 4 2bc + a(b + ¢)v/2 b2 + 2 + 2bc + a(b+ ¢)V/2
_ o2 b+ c+av2 a? b—l—c—l—a\/ﬁi a?

.(b—i-c)?—i-a(b—i—c)\/i: btc btctay2 b+c

Tehét BE + CF = .
5. feladat II. megoldasa: Az dbrankbdl készitsiink egy masolatot +90°-kal elforgatott helyzetben
az eredeti mellé ugy, hogy C pont elforgatottja essen egybe B-vel.
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AA’'O egyenld szart derékszogii hdromszog, hiszen az alapon (AA’-n) fekvd szogei 45°-osak. AD =
A'D’, ezért DD’ parhuzamos AA’-vel. Mivel DF mer6leges DFE-re, valamint DF mer&leges képére,
D' F'-re, ezért DE péarhuzamos D’ F'-vel, igy az EF'D’D négyszog paralelogramma.

Tehét a keresett szakaszok Osszegére

BE+CF =BE+ BF' = EF' =DD'.

Az AD szakasz hossza az I. megoldés szerint AD = bev/2

b+c
Irjunk fel egy parhuzamos szelészakaszok tételét az OA és OA’ szogszaraknal:
DD’_D_O_AO—AD_l_A_D
AAT A0 A0 T A0
pp 2 e g
b+c (b+0)§_ b+c (b+ )2’
azaz ) s )
DD — bt 2be _ (b+ ¢)* — 2be _ b*+c¢ _a
b+c b+c b+c b+c
a2
BE+CF =
b+c

6. feladat: Adott egy téglalap, amelynek oldalai 6 és 3 egység hosszusdguak és a belsejében 19
egymastol kiillonboz6 pont talalhatéd. Igazolja, hogy létezik koézottiik harom olyan pont, amelyek altal
alkotott sikidom teriilete legfeljebb egy teriiletegység.

Olosz Ferenc (Erdély)

6. feladat I. megoldasa: Az oldalakkal parhuzamos egyenesekkel az adott téglalapot felosztjuk
9 darab 2 x 1-es téglalapra. Mivel 19 pontunk van, igy biztosan lesz legaldbb 1 olyan téglalap, ami a
belsejében vagy a hataran tartalmaz legalabb 3 pontot.

Ha e harom pont nem egy egyenesen helyezkedik el, akkor a haromszog cstcsain a téglalap egyik
oldalaval parhuzamosokat hizunk.

H G




El6szor azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor hdrom egymastoél kiillonb6z6é parhuzamost hizhatunk.
Ebben az esetben az egyik parhuzamos metszi az ABC haromszog egyik oldalat. Példaul az A csicson
atmend EF-fel pArhuzamos egyenes a BC oldalt A’-ben metszi.

Legyen B’ illetve C” a B-bdl illetve C-bél az AA’ egyenesre allitott merélegesek talppontja. Ekkor a
teriiletekre

AA"- BB’ +AA’ -CC’ 1

1
Tapcar =Taapa+Tasca = 5 5 = §'AA/'(BB/+CC') < -.EF-FG = 52-1 =1.

N =

Vizsgdljuk azt az esetet, amikor a haromszog egy oldala parhuzamos a téglalap egyik oldalaval.
Példaul legyen AB parhuzamos E F-fel.

H G

E F

Legyen C’ a C-bdl az AB-re allitott merSleges talppontja. fgy
1 , 1 1

Ha az A, B, C pontok egy egyenesen helyezkednek el, akkor Tapca =0 < 1.

Tehat 1étezik olyan ABC valédi vagy elfajulé haromszog, amelyre Tapoa < 1.

6. feladat II. megoldasa: Osszuk fel az adott téglalapot az oldalaival parhuzamos egyenesek
segitségével 2 x 1-es téglalapokra, kapunk 9 darab téglalapot. Mivel 19 pontunk van, igy biztosan lesz
legalabb 1 olyan téglalap, ami a belsejében vagy a hataran tartalmaz legalabb 3 pontot.

Most bebizonyitjuk, hogy ha egy téglalap belsejében vagy a hatdran tartalmaz 3 pontot, akkor e
harom pont altal meghatarozott haromszog teriilete nem lehet nagyobb a téglalap teriiletének a felénél.
Ekkor a mi esetiinkben e haromszog teriilete nem nagyobb 1-nél, és ezt kell bizonyitanunk.

Tekintsiik az abrat és ott a 3 altaldnosan felvett pontot.

H G

E F

Huzzuk meg az AB egyenesét és huzzunk parhuzamost ezzel C-n keresztiil. Ekkor a téglalapnak
van olyan csucsa, amit a C-n 4t hizott egyenes az AB egyenestol elvalaszt. Mozgassuk ide a C' pontot
(legyen ez C'), igy a haromszogiink teriiletét nem csokkentettiik.



Ezt ismételjik meg az A és B csucsokkal is, ekkor a hdromszogiink teriiletét nem csékkentettiik és
a kovetkezo dbrat kapjuk.

H=A G=C

— !/
E F=B

Most biztosan a téglalap teriiletének felével egyezik meg a haromszog teriilete, tehat kézben sem
lehetett nagyobb, hiszen a mozgatasok alkalméaval nem csokkenhetett a teriilet. Készen vagyunk.
6. feladat ITI. megoldasa: Legyen az adott 19 pont konvex burka k-szog, belsejében legyen b pont,
ekkor
k+b=19.

Most osszuk fel az elrendezést haromszogekre, azaz kossiik Ossze a pontokat egymaést nem keresztez6
szakaszokkal addig, amig mér csak haromszogek nem lesznek. A keletkezett haromszogek szamat jeloljik
h-val. Ekkor a szogosszeget szamolva:

(k—2)-180° +b-360° = h - 180°

k—24+2b=h
(k+b)—2+b=h
h=17+b.

Kaptuk, hogy a keletkezett haromszogek szama csak a belsé pontok szamatdl fiigg.

Amennyiben a belsé pontok szdma legalabb 1, akkor 18 vagy t6bb hdromszog keletkezik. Amennyiben
minden hidromszognek a teriilete nagyobb lenne, mint 1, akkor az Gsszes teriilet nagyobb lenne, mint 18,
ami ellentmond a feltételnek. Tehat létezik haromszog, aminek a teriilete legfeljebb 1.

Ha nincs belsé pont, akkor a 19 pont konvex burka 19-szég. Vélasszunk ki egy oldalt, végpontjai
legyenek A és B. Kossiik 6ssze AB szakasz F' felez6pontjat a tobbi, egymast kovetd cstcsparral, igy
18 darab hiromszoget kapunk. Ezek nem lehetnek mind 1-nél nagyobb teriiletiiek, hiszen akkor az
Ossztertilet 18-nal nagyobb lenne. Tekintsiik azt a haromszoget, melynek teriilete nem nagyobb 1-nél, a
csucsai legyenek F', C és D.

A



Ha AB péarhuzamos CD-vel, akkor az ACD és BCD haromszogek teriilete megegyezik az FCD
haromszog teriiletével, azaz 1-nél nem nagyobbak.

Ha AB nem péarhuzamos C D-vel, akkor vagy A vagy B pont kozelebb van a C'D egyeneshez, mint
az I pont. Amelyik kiézelebb van, azt valasztva a C' és D csicsokhoz, akkor F'C D-nél kisebb teriiletii
hiromszoget kapunk, tehat 1-nél biztosan kisebb teriiletiit.



