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12. osztaly

1. feladat: A tizes szamrendszerben haromjegyii pozitiv egész szamok koziil véletlenszeriien
valasztunk egyet. Mennyi annak a valészintisége, hogy olyan néggyel oszthaté szamot valasztunk,
melynek jegyei paronként kiilonbozsek?

Tarcsay Tamds (Szeged)

Megoldas: A tizes szamrendszerben haromjegyt szdmok szdma 900. Egy pozitiv egész szam
akkor és csak akkor oszthaté 4-gyel, ha az utols6é két jegyébdl képzett kétjegyt szadm oszthatd
4-gyel.

25 kiilonb6zs 4-gyel oszthatod végzidés van, ezek koziil a 00, 44 és 88 nem felel meg, mert
ismétlgds szamjegy van benne, igy marad 22 darab ,,jo” végzGdés.

Ezek kozott 6 tartalmaz 0 szamjegyet (04, 08, 20, 40, 60, 80). Ezek elé még 8 kiilonbozd
szamjegyet irhatunk, igy 48 darab ,kedvez§’ szamot kaphatunk.

A fennmarado 16 végzGdés elé 7 kiilonboz6 szamot irhatunk (a 0-t nem), igy 112 darab

Jkedvezd” szamot kaphatunk. A ,kedvezs” szamok szama: 48 + 112 = 160.
160 _ 8 0,18

A keresett valosziniiség: P = — =
900 45

2. feladat: Hatarozzuk meg a
V2012 - glog2012% = g2

egyenlet megoldasai szorzata egészrészének utolso 6t szimjegyét!
Kantor Sindorné (Debrecen)

Megoldas: A logaritmus definicidja miatt x > 0. Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak
2012-es alapu logaritmusat, és hasznaljuk fel a logaritmus azonossagait:

1
B 1082012 2012 + log3015 & = 2108505 2.

A logyg1o @ = a jeldlés bevezetésével kapjuk, hogy a? — 2a + % =0.
Innen a; =logygioz1 =1+ \/g és as = logygio 22 =1 — \/g

Mindkét megoldas pozitiv és Osszegiik 2. 10g5015 (21 - T2) = 10gog12 1 + 10g5012 2 = 2 miatt
x1 - 2o = 20122 = (2000 + 12)% = 2000% + 48000 + 144 = 4 048 144,

vagyis a szorzat utolsé 6t szdmjegye: 48 144.




3. feladat: Mutassuk meg, hogy
sin?%10 7 + cos?® 1 + sin%012 5 <2

barmely valds x esetén!
Katz Sdandor (Bonyhdd)

Megoldas: Barmely 1-nél nem nagyobb abszolatértékd valés z és barmely n > 2 esetén
teljesiil a 2" < 2? Osszefiiggés.
Mivel [sinz| < 1 és |cosz| < 1, ezért barmely valos z esetén

SinQOlO 2011 2012

T + cos T + sin xgsin2z+cos,2x+sin2012z§1+1:2.

Egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha = § 4 km, (k egész szam).

4. feladat: Az ABC egyenls szart haromszogben AC = BC, az AB alap felezGpontja D,

az A és a D pontbdl a BC szakaszra bocsatott merdlegesek talppontja rendre a BC' szakasz F,

illetve F' bels6 pontja. A DF szakasz G felez6pontjat a C ponttal 6sszekots szakasz és az AF

szakasz metszéspontja H. Bocsassunk merdlegeseket a D pontbdl az AFE és az AF egyenesekre,

a merdlegesek talppontjai legyenek rendre K és L! Bizonyitsuk be, hogy az AF, EH és KL
egyenesek az ABC haromszoghtz hasonlé haromszoget zarnak kozre!

Bir¢ Bdlint (Eger)

Megoldas: Az allitas bizonyitasdhoz készitett dbrédn az AC szakasz Thalész-korét k, a
CBA<« = CAB< szogeket pedig S jeldli.




Mivel ABE< = (3, ezért az ABE derékszogl haromszoghen BAE< = 90° — 3, igy a DAK
derékszogt haromszogben ADK < = 3, tovabba az egybevagd ACD és BCD derékszogi harom-
szogekben ACD< = BCD< = 90° — .

Az A, D, L, K pontok az AD szakasz folé rajzolt Thalész-korre illeszkednek, ezek a pontok
tehat egy hurnégyszog csicsai, ebbdl a keriileti szogek tétele miatt ADK< = ALK« = 8
kovetkezik.

Az AF, EH és KL egyenesek altal kozrezart LM H haromszdghen azonban HLM< = f,
hiszen ALK < és HLM < csucsszogek.

A tovabbiakban belatjuk, hogy a H pont illeszkedik k-ra. Ehhez el6szor igazoljuk, hogy az
AF egyenes merGleges a C'G egyenesre.

A DF egyenes parhuzamos AFE-vel, hiszen mindkett6 meréleges BC-re, és mivel D az AB
felezGpontja, ezért DF' kdzépvonala az ABFE haromszognek, és igy I felez6pontja az E'F szakasz-
nak. A megfelels szogek egyenlésége miatt az ABE és D BF haromszogek hasonlok (a hasonlosag
aranya 2 : 1).

A DF szakasz a BC'D derékszogii haromszog atfogdjahoz tartozd magassiga, és mint isme-
retes, ez a magassag két hasonld haromszdgre bontja az eredeti hdromszoget, eszerint a DBF
és CDF haromszogek hasonlok. A hasonlosag tranzitiv tulajdonsiga miatt ezért az ABE és a

CDF haromszogek is hasonlok, a megfelel§ oldalak aranya tehat egyenld, azaz g—g =&E

FD*
Mivel azonban FFD =2 - FG és EB =2 - EF, ezért
AE CF
EF ~ FG @)

Az (1) egyenl6ség szerint az AEF és CFG haromszogekben két-két oldal aranya megegyezik,
ugyanakkor ezekben a haromszogekben az AE; EF illetve CF; FG oldalak derékszoget zarnak
be, igy tehat az AEF és CFG haromszogek hasonlok.

Hasonl6 haromszogekben a megfelel§ szogek egyenlsk, igy FAE< = GOF< = HCF< (az
abréan két ivvel jelolt szogek).

Az A és C pontok az FH egyenes ugyanazon oldalan vannak, az el6z6ek szerint pedig az A
és C pontokbdl az FH szakasz egyenl nagysagi szogben latszik, igy az A, H, E, C pontok egy
korre, a k korre illeszkednek.

Az AHEC hurnégyszogben ACE< = 180° — 20, ezért a vele szemkozti szogre AHE<t = 203
teljesiil. Az AH E< mellékszoge az LHM <, és igy LHM < = 180° — 2.

Az LM H haromszogben tehat HLM <+ LHM <+ HM L< = 180°, azaz  + 180° — 283 +
HM L< = 180°, innen pedig azonnal adédik, hogy HM L< = .

Az LM H héaromszog szogei ezért HLM< = HML< =  és LHM< = 180° — 20, ezért
az ABC héaromszog, és az AF, EH és KL egyenesek altal kdzrezart LM H haromszog valéban
hasonlok.

Megjegqyzés: A KL egyenes az AEH haromszognek a D ponthoz tartozé Simson-Wallace-
egyenese.

5. feladat: A, B, C véges halmazok, amelyekre teljesiil, hogy |A| = |B| = |C| = a és
|[ANBNC| =b, ahol a és b nemnegativ egészek. Adjuk meg a és b fiiggvényeként az |[AU BUC|
minimuméat és maximumat! ( |X| az X halmaz elemeinek szdmat jeloli.)

Gecse Frigyes (Kisvdrda)

Megoldas: Elgbb a maximumot (jelolje x) hatarozzuk meg. Legyen M = AN BN C,
Ay =A\M, B, =B\M,C; =C\ M. Mivel A az A; és M diszjunkt halmazok unidja, ezért
a=|A|l=|A1|+|M| és b=|M| miatt A; = a —b. Hasonléan By =a—b, C1 =a —b.



Nyilvanval6, hogy
AUBUC=MUA;UB;UC. (2)

Az |AU B U C| akkor a legnagyobb, ha az A;, By, C; halmazok paronként diszjunktak.
Ekkor

r=max|[AUBUC| = |M|+ |A1] + |B1]| +|C1| = b+ 3(a — b) = 3a — 2b.

Térjiink 4t a minimum (jeldlje y) meghatarozasara! Az M és az A; U B; U C; halmazok
diszjunktak, ezért (2) alapjan a z = |A; U By U C1] jeloléssel
[AUBUC| = |M|+ A UBUCy| =b+ . (3)
Nézziik, hogyan valaszthato z a legkisebbnek! Vezessiik be az Ay N By = D, Ay = A1\ D,
By = B1\ D, D =u,v=a-—0b—u jeloléseket! Két esetet vizsgalunk.

1. Ha u > v, akkor u > %(a — b). Ekkor a C halmaz tigy valaszthat6, hogy A> C C, B C C
legyen. Ekkor

z = |A1 U31U01| = |D|+|A2|+|BQ|+|01\(A2UBQ) =U+2’U+|Cl\(AQUBg)| (4)
De |Cy \ (A2 U Bg) = a — b — 2v, mert As és Bs diszjunktak, és igy Ax N Bo N Cy = 0.
Ennélfogva

3(a—1b)
5

1
z:u—|—2v+a—b—2@:u+a—b2§(a—b)+a—b:

Ha £ (a — b) egész szam, akkor Aj-et és By-et tgy vélasztjuk ki, hogy u = 3(a — b) legyen.

Ekkor z = £(a—b) ésy = b+ 2(a—b) = [?’“Tb“], ahol [ | az egészrész jele. Ha az

%(a —b) %—del kiilénbozik egy egész szamtol, akkor a halmazokat tgy kell megvalasztani,

hogy 2z = 3“2 b4 1 5 legyen, és ismét y = b + 3“ by 2 = [3“_2&}

2. Ha u > v, akkor a halmazok ugy valaszthatok, hogy z =u+2v=a—-b+v > 3(“—2_1’), és
ismet y = [32=0t]

Tehét a feladat megoldasa: z = 3a — 2b, y = [34=2EL]

6. feladat: Legyen a3 = l,a2 = 2 és S 72 Af+2 (n>1

G2 ‘ Qg1 - (ak + ag+1 + apt2)

egész). Adjuk meg a,-t zart formaban, azaz n fuggvenyekent'
Bencze Mihdly (Brassd)

Megoldas: A rekurziv definicié szerint:

1 _ 1 i Qg2 _ 1 a142
a142 2 — A+l (ak + k41 + ag+2) 2 a141 (a1 + a141 + a142)
1 as
G_B B 5_(12(111+112+(13)



1 1 as
a3 2 2(1+2+a3)
1 1 as
a3 2 2(3+a3)
6+2a3 = az(3+az)—a3
6+ 2a3 = 3ag
6 = as

Az elgzmények alapjan megfogalmazhato a sejtés, hogy a,, = n!. Bizonyitsuk az allitast teljes
indukcioval!

Lattuk, hogy n = 1, n = 2, n = 3 esetén igaz az allitas! Tegyiik fel, hogy a; = t!, ha t n-nél
nem nagyobb pozitiv egész szdm (n > 4)! A rekurziv definici6 szerint:

t—1

1 _ _ % Z Ak+2 _

at+1 a(t 1)+2 ak+1(ar + agy1 + apt2)

t—2
k42 Gt41

apt1(ar + apg1 + arr2)  ar(ar—1 + ar + arq1)

M

Alkalmazva az 1ndukc1os feltevést:

11 & (k+2)! arin
att1 2 = (k1) K+ k+D)+E+2)) (= D)+t + ar)
1 l*i k+2 B Qi1
arpr 2 Ak (kA1 (R+1)(R+2) (8= D+ ay)
o lif k+2 o At41
a1 2 El-(Q+k+1+Ek2+3k+2)  t- (=D + '+ arq1)
1 l—ti k+2 - Qi1
at+1 2 P k" (k2+4k+4) t'((t*l)'+t'+at+1)
o 175 k+2 . At41
a1 2 k! (k+2)2 - (t—D'+t'+ ap1)
L 1 & 1 - i1
at41 2 P k!- (k+2) t'((t*l)'+t'+at+1)
Ugyanakkor
1 1 (k+2)—(k+1)!  (k+D(k+2-1) kE+1 1

k+1)! (k+2!  E+D-(E+2)!  k+D-k+2)!  (k+2)-(k+1)-k K- (k+2)
Ezt felhasznalva

_1 Z 1 _ at41
at+1 2 P k+1 (k+2)' t' . ((t—l)'+t'+at+1)

—_



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 att1

o 2 ATE Tt T g T = T T (=D 4+ a)
Teleszkopikus Gsszeget kaptunk:
1 o l o At41
agyr th (=Dt apy)
a?—u
t = a1 —
T =D (1) F arq
-1+ 4+t ar = =D (+1) arq
(t*l)'(t‘#l)' = (tf1)!-(t+1)-at+1—t!~at+1
-0+ = Et-—Dagr-E+1-1)
(t+ 1)' = G¢41

Az allitast bebizonyitottuk.



