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11. osztaly

1. feladat: Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész szdmparokat, amelyek szamtani kézepe 1-gyel
nagyobb a mértani kozepiiknél!
Kallos Béla (Nyiregyhdza)

b
1. feladat I. megoldasa: Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: % =k+1, Vab = k, ahol a és b

pozitiv egész szamok. ElGszor azt igazoljuk, hogy a feltételek kovetkezményeként k csak egész szam lehet.

1
Ugyanis két egész szam szamtani kozepe vagy egész, vagy n + 3 alaku, ahol n egész szam. A méasodik

2
esetben azonban ab = (n — 5) teljesiilne, de itt a bal oldal egész szdm, mig a jobb oldal nem.

Mivel a + b = 2k + 2, ezért
b=2k+2—a. (1)

Ezt a k? = ab egyenletbe helyettesitve:
k*=(2k+2-a)-a
k* — 2ka + a® = 2a
(k—a)® =2a

Ebbdl kovetkezik, hogy ha létezik a feltételeknek megfelels szampar, akkor abban az a paros és egy
négyzetszam kétszerese, azaz a = 2n ( n pozitiv egész). Ekkor

k—a=Fk—2n?=2nvagy k—a=k—2n> = 2n,

ahonnan
k = 2n? 4 2n vagy k = 2n% — 2n.

Helyettesitsiik a k-ra kapott kifejezéseket (1)-be:
b=2(2n"+2n) +2-2n> =2(n+1)° vagy b=2(2n> —2n) +2 - 2n* =2 (n — 1).

Tehat barmely két szomszédos pozitiv négyzetszim kétszereseire teljesiilhet csak, hogy szamtani kdzepiik
1-gyel nagyobb a mértani kozepiiknél.

Szamolassal kénnyen ellenérizhetd, hogy minden n pozitiv egész szam esetén az a = 2n,b = 2 (n + 1)2
szamparra teljesiil, hogy szamtani kozepiik 1-gyel nagyobb a mértani kézepiiknél.

b
1. feladat II. megoldasa: Legyen ath_ x. A feltételek alapjan x egy pozitiv egész szam fele!

Legyen y olyan szam, hogy b = x + y és a = x — y teljesiiljon (y egy természetes szam fele). Ekkor

“;bq:m

z—1=V(z-y)(z+y)
2?24 1=2a%—y>?
2241 = —y?
y? +1

xr = .

2




Igy

b=x+y=

Lathato, hogy a és b akkor pozitiv egészek, ha y paratlan pozitiv egész szam. Ekkor a és b egymast

kovets paros négyzetszamok felei.

Szamolassal kdnnyen ellendérizhetd, hogy minden ilyen a és b teljesiti a feltételt.

2. feladat: Az ABC haromszéghen H a BC oldal C-hez kizelebbi harmadolé pontja, N pedig az AB
oldal B-hez kozelebbi negyedels pontja. Az AH és CN szakaszok metszéspontja M.

a) Milyen ardnyban osztja az M pont az AH és CN szakaszokat?

b) Hanyad része az ABC haromszog teriiletének a H M N B négyszog teriilete?

2. feladat I. megoldasa:
a) I. megoldds: Vektorok alkalmazasaval.

Katz Sdndor (Bonyhdd)

Legyen,m = 7(’356@ — 7. Ekkor AH =
—7+%7ésm = CTML%E = @+

1
5(?—@ = ZHHL%?. Ha AM = « - AH,
akkor OM = @ + AM = @ +2- AH = @ +

1
x(—ﬁ—i—g?) = (1—,7:)5)—1-%?. Ha CM =

3
y-CW, akkor CM = %ﬁ—i— ?y? A vektorfelbon-
tas egyértelmiisége miatt CM ket felbontasiban
az @ 6s b egyiitthatoi egyenlsk:1 — x = % és

3 9 2
gz Iy.Ebb()’lx: 15 68y = . Tehat

AM :MH=9:1ésCM : MN =2 :3.

a) II. megoldds: A parhuzamos szelk tételének alkalmazasaval.

C

Legyen DN péarhuzamos H A-vall Ekkor BD :
2
DH = BN : NA=1:3. Mivel HB = gBC’,

3 2 1.
ezért HD = = - 3BC = S BC. Igy CM : MN =
CH : HD = 2 : 3. Masrészt MH : ND =

2
CM :CN =2:5,azaz MH = gND, tovabba

ND : AH =BN : BA=1:4,azaz AH =4ND.

2 1
Ebb6l AM = (4 - g) ND = ;ND, fgy AM :

MH=18:2=9:1.



a) III. megoldds: Menelaosz tételének alka-

Imazaséval. BM CM NA
C ;\z ]gﬁ;‘ h;iromszégre:H—C "MN AR~ 1, azaz
—-—— - =1.Ebb6l CM : MN =2 :3. A
LM 4 bBP]i)f CAM HC v
H fBZMhér(imszﬁgre:m . W . C—B = 1, AZaAZ
———.—-=1.Ebb6l AM : MH =9:1.
M 3 MH 3 v !
b) Megoldds: Legyen az ABC héromszog teriilete
T!
1 1
NB = ZAB = Tnpoa = ZT' Az NBC
A N B haromszég CB oldalat harmadara, CN oldalat
két 6todére csokkentve a CM H haromszog CH
illetve C'M oldalait kapjuk. Mivel az NBC és
1 2 2
CMH haromszogek C csiicsanal 1évs szoge kozos, ezért a teriilet — - T részre csokken, tehat
2 1 1 1 1 13
Tovaa = T ZT = %T. Ebb6l a HM N B négyszog teriilete t = ZT — %T = @T

3. feladat: Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet!
327l (2 —1)3% = 102° 4 13z + 4
Bencze Mihdly (Brassd)

Megoldas: Redukaljuk 0-ra az egyenletet!
3% — (2 —1)3" — (102> + 132 +4) =0

A bal oldalt szorzatta alakitjuk a masodfoki polinom gytktényezds alakjara vonatkozd tétel alkalmazasa-
val:

1 4
32Z+1—(x—1)3w—10(x+§) (Wrg) =0

3(3°)° —(x—1)3" — (22 4+ 1) 5z +4) =0

3(3%) =32 +1)3" 4+ 5z +4) 3" — 2z + 1) (5z +4) = 0
3BT — 20+ 1))+ (e +4)[3° — (22 +1)] =0

[3% — (22 + 1)] - [3* T + (5z +4)] = 0.

1) 3°=22+1

Grafikus megoldési mod alkalmazhato.
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Két megoldas van: 1 = 0,22 = 1. Ellendrzéssel meggy6zidhetiink a megoldasok helyességérdl.

2) 3°4+1=—5z—4
Az egyenlet bal oldalan szigortian monoton novekedd, a jobb oldalan szigorian monoton cstkkend

fliggvény all. Ebbdl kovetkezben az egyenletnek legfeljebb egy megoldéasa lehet. Ez a megoldas az
x3 = —1, aminek helyességérdl behelyettesitéssel meggyszédhetiink.

fgy az egyenlet megoldashalmaza: {—1;0;1}.

4. feladat: Az ABC haromszog AB oldalan vegyiik fel a D pontot, AC oldalan pedig az E és F

AFE F
pontokat gy, hogy yToln i—c

oldallal, messe ez a parhuzamos a BC oldalt a G pontban! Mely D, E, F' pontok esetén lesz a DEFG
négyszog teriilete a lehetd legnagyobb?

D
= — teljesiiljon! Az F' ponton keresztiil hiizzunk parhuzamost az AB

Nemecsko Istvin (Budapest)

4. feladat megoldasa: A parhuzamos szel6k tételének megforditdsa miatt ED péarhuzamos BC-
vel. Hasonld okok miatt DG parhozamos AC-vel, igy az ADGF négyszog paralelogramma, amibdl
kovetkezik, hogy F'G = AD. Ebbdl kovetkezSen az ADE és F'GC haromszogek egybevagoak. Ugyanakkor
ABCA ~ FGCpA ~ DBGaA ~ ADE A, oldalaik parhuzamosak.

C




AE F AD
;egyen: 1%1—0 = i—c =15 = x! Annak a feltétele, hogy DEFG n;gyszég létrejojjon: @ < 1/2. Ekkor
ADE _ ZFGC _ 32 Mivel DB = AB— AD = AB - (1 — ), igy =229 = (1 — 2)%.
Tapc Tasc Tapc

Iperc =Tapc —Tape —Trcc —Tpee = Tabc - (1 —22% —(1— x)2) =
1\? 1
=Tapc - (—3902—1-2:1:) =Tapc- (—3 (g;_ 5) +§> .

Tehat akkor lesz a keresett teriilet maximalis, ha D, E és F pontok a megfelel§ oldalak harmadold
pontjai. A maximélis teriilet az ABC haromszog teriiletének a harmada.

5. feladat: Mely n pozitiv egész szamok esetén oszthato az 1" + 2" + 3% + 4" + 5" 46" + 7" + 8" Gsszeg
5-tel?
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

5. feladat megoldasa: Barmely pozitiv egész n esetén érvényesek a kovetkezsk:

8" =(5+3)" =5k +3"
7" = (5+2)" = 5ky + 2"
6" = (5+1)" =5ks + 1

Ha n péaratlan, akkor

4" =(5—-1)" =5ky— 1
3" =(5—2)" =bk; — 2"
2" = (5—3)" = bk — 3"

Ha n péaros, akkor
4" = (5—1)" =5k; + 1
3" =(5—2)" = 5kg + 2"
Paratlan n esetén a vizsgalt Osszeg:
1" +2" 432 44" 45"+ 6"+ 7" +8" =5K +(1-3"—2" -1+ 142" +3") =5K +1,

azaz, nem oszthato 5-tel.
Péros n esetén az Osszeg:

1"+2"+32+4"+5"+6"+7"+8":5M+(1+2"+2"+1+1+2"+3"):5K—|—1.

Mivel n + 2 paros, ezért 2”72 4-re vagy 6-ra végz6ds szam, ami azt jelenti, hogy 5-tel osztva 1 vagy 4
maradékot ad. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy 5-6s maradéka 2 vagy 4, tehat a tekintett Osszeg egyetlen
péaros n esetén sem oszthatod 5-tel.

Osszegezve: A vizsgalt Osszeg egyetlen pozitiv egész n esetén sem oszthato 5-tel.

6. feladat: Aladar és Béla a kovetkezd jatékot jatsszak: a tablara felirjak az 1,2, ...,2012 szamokat,
melyek koziil felvaltva torolnek le egy-egy szamot. Aladar kezd. A jaték akkor ér véget, amikor két szam
marad a tablan. Ha ezek kiilonbségének abszolutértéke egy elére megadott rogzitett pozitiv egész k
szamnéal nagyobb primszam, akkor Béla nyer, egyébként pedig Aladar nyer. Dontsiik el, hogy k értékétdl
fiiggGen melyik jatékosnak van nyers stratégiajal

Borbély Jozsef (Tata)



6. feladat megoldasa: Be fogjuk bizonyitani, hogy ha 1 < k < 996, akkor Béldnak, minden més
esetben pedig Aladarnak van nyers stratégiaja.

Legyen elGszor k egy 996-nal nem nagyobb pozitiv egész szam! Bebizonyitjuk, hogy Béla tud ugy jatszani,
hogy a tablan marado6 két szam abszolutértékének kiilonbsége egy 996-nal nagyobb primszam legyen.
Allitsuk parba az {1,2,3,...,2012} halmaz elemeit az alabbi szabély szerint:

Minden {1,2,...,9}-beli i szam parja legyen i+ 2003, és minden {10,11,12,...,1006}-beli j szam péarja
legyen j + 997.

Ezzel {1,2,3,...,2012} halmaz elemeit 1006 db diszjunkt parba rendeztiik, ahol minden paron beliil
a szamok kiilonbségének abszolutértéke egy 996-nal nagyobb primszam. Ezek utan Béla jatsszon a
kovetkezd modon: ha Aladar letorol egy szamot, akkor Béla tordlje le ennek a szamnak a parjat a
kovetkezs 1épésben. Ily médon végiil két olyan szadm marad a tablan, melyek péarok voltak, igy Béla
nyer.

Most legyen 997 < k. Megmutatjuk, hogy ekkor Aladarnak van nyerd stratégiaja. Vegyiik észre, hogy
a 998,999, 1000, 1001, 1002, 1003, 1004, 1005, 1006 szamok egyike sem prim, mert 3|999,7|1001, 171003,
5/1005 és 2]998, 1000, 1002, 1004, 1006.

Emiatt Béla 997 < k esetén csak gy nyerhetne, ha a két megmarado szam kiilonbségének abszolutértéke
egy 1006-nal nagyobb primszam lenne.

Jatsszon Aladar a kivetkez6 modon: minden 1épésben torolje le a legkisebb szamot, ami a tablan szerepel.
Mivel 6sszesen 1005 db szamot t6rdl le, ezért Aladar ilyen stratékidja mellett amegmaradé két szam eleme
az {1006, 1007, ...,1012} halmaznak, tehat igy Béla semmiképpen sem nyerhet.



