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10. osztaly

1. feladat: Van-e olyan egész egyiitthatés P(x) polinom, amelyre P(0) = 12, P(1) = 20 és
P(2) = 20127
Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

Megoldas: Mivel a polinom harom helyettesitési értéke adott, vizsgaljuk meg, hogy létezik-
e megfelel§ méasodfokd polinom; ha van, akkor az egyértelmii. Az egyszeriibb szdmolds végett
keressiik a polinomot
P(x)=ax(x—1)+bxr+c

alakban! (fgy az x = 1 helyettesités egyszeriibb egyenletet fog eredményezni.)
Ekkor

P(0)=c=12 (1)
P(1)=b+c=20 (2)
P(2) = 2a +2b+ ¢ = 2012 (3)

(1) és (2) Osszevetésével b = 8; a két mésik egylitthaté ismeretében (3)-bdl a = 992.

Igy a P(x) = 992z(z — 1) + 8z + 12 = 99222 — 984z + 12 megfelel a feltételeknek. Ezzel a
feladat kérdését megvalaszoltuk.

Megjegyzés. Természetesen vannak megfelel6 magasabb fokszamu polinomok is. Egy ilyen
harmadfoki polinom példaul a P(x) = 33023 + 222 — 324x + 12.

2. feladat: Hatarozzuk meg mindazokat a p, ¢, r primszamokat, amelyekre
pgr < pg+qr+rp!

Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

Megoldas: A bizonyitando egyenlétlenség mindkét oldalat osszuk el a pozitiv pgr szorzattal:

patgr+rp L1 1
bgr p q T

Nem megy az altaldnossag rovéasara, ha feltételezziik, hogy p < ¢ < r.

Ha p = q¢ = 2, akkor r tetsz6leges primszam lehet, azaz ekkor végtelen sok megfelel6 rendezett
primhédrmas van.

Ha p = 2, ¢ = 3, akkor % > %, aminek r = 3 és r = 5 felelnek meg.

Ha p =2, ¢ > 3, akkor 1% < % < %, ami ellentmondés, tehat ekkor nincs megoldas.

Ha p > 3, akkor % + % + % < 1, azaz ebben az esetben sincs megoldas.

Osszefoglalva a megoldasok: (2;2;r) (r tetszdleges prim), (2;3;3), (2;3;5). Mivel a feltételben
D, q és r szerepe azonos, ezen harmasok barmely permutiacidja megoldas.




3. feladat: Mely n pozitiv egész szamok esetén lesz az n?+n+19 kifejezés értéke négyzetszdm?
Kacsé Ferenc (Marosvdsdrhely)

I. megoldas: Legyen
n? +n+19 =m?, 4)

ahol m pozitiv egész szdm! Szorozzuk meg a (4) egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, majd végezziink
atalakitasokat.
4n® + 4n + 76 = 4m”®
(2m)? — (2n+1)? =75
2m—2n—-1)2m+2n+1) =75
Legyen
2m—2n—1=a és 2m+2n+1=0h, (5)
ahol 0 < a < b egészek, és
ab =175 (6)

Az (5) egyenletrendszer megoldédsa n-re és m-re:

b—a—2 a+b
— m= .

4 ’ 4

n =

A (6) feltételnek megfeleld (a;b) parok: (1;75), (3;25), (5;15). Ennek megfelelden a (4) egyen-
let megoldésai a kévetkezd (n;m) szamparok: (18;19), (5;7), (2;5).
Az adott kifejezés tehat n =2, n =5 és n = 18 esetén vesz fel négyzetszdm értéket.

II. megoldas: Mivel n2 +n + 19 > n?, a kovetkezd egyenletet kell megoldanunk:
n?+n+19= (n+k)? (7)

ahol k pozitiv egész szam.
A (7) egyenletet atalakitva:
19 — k% = n(2k — 1).

Mivel 19 — k2 > 0, ezért k lehetséges értékei 1, 2, 3 és 4.

k=1ren =18k = 2ren =5, k = 3-ran = 2. k = 4 esetén n-re nincs pozitiv egész
megoldas.

Az adott kifejezés tehat n = 2, n =5 és n = 18 esetén vesz fel négyzetszdm értéket.

4. feladat: Hatarozzuk meg az

2x 3y 4z
E= + +
3y+4z  4z+2x  2x+ 3y

kifejezés legkisebb értékét, ha x, y és z pozitiv valés szamok!
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

I. megoldas: Legyen 3y +4z=a, 4z+2x =b, 20+ 3y = c.
Ekkor

x_b—i—c—a c+a—> ; a+b—c
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“ b+c—a c4+a—-b a+b-—c

2a + 2b + 2¢c

Alakitsuk és becsiiljik F-t. Felhasznaljuk, hogy pozitiv szam és reciprokanak sszege legalabb
2, és pontosan akkor 2, ha a szam az 1.

E=

1/b ¢ c a
FE=--4+-—=-14+-4+—-—
2(a+a +b+b

1 a b b ¢ c a 1 3
= — — — — — — — ) — > — — = —
2((b+a)+(c+b)+(a+c) 3)_2@+2+2 3) =3

FE legkisebb értéke tehat %, és ezt akkor veszi fel, ha a = b = ¢, vagyis ha 2z = 3y = 4z, ami
azt jelenti, hogy az z, y, z szdmok forditott aranyban allnak a 2, 3, 4 szamokkal.

1+9+9—Q
& &

II. megoldas: Legyen a = 2z, b = 3y, ¢ = 4z. Ezzel

_a n b n c
T b+ec a4+c a+d

E

Hab+c=p,a+c=gq,a+b=r, akkor

+r— r+p— +q—r
_ 4 er p q+p q .
2p 2q 2r

E

Ez pontosan az I. megolddsban bemutatott alak, amelyrél az ott leirt médon beldthaté, hogy

minimuma %, és ezt akkor veszi fel, ha p =g =r, vagyishab+c=a+c=a+b,azaza =b =c,
tehdt 2z = 3y = 4z, ami azt jelenti, hogy az x, y, z szdmok forditott ardnyban éllnak a 2, 3, 4

szamokkal.

Megjegyzés. Az egyenlStlenség 2z = a, 3y = b, 4z = ¢ alakban Nesbitt-egyenlétlenség néven
ismert.

5. feladat: Az ABC egyenld szari haromszoghben AC = BC, az AB alap felez6pontja D,
az A és a D pontbdl a BC szakaszra bocsatott merdlegesek talppontja rendre a BC' szakasz
E, illetve F' belsé pontja. A DF szakasz G felez6pontjat a C' ponttal Osszekotd szakasz és az
AF szakasz metszéspontja H. Igazoljuk, hogy a H pont az AC szakasz mint dtmérd folé irt
Thalész-korén van!

Biré Bdlint (Eger)

Megoldas: A DF és AE egyenesek parhuzamosak, hiszen mindketté merdleges BC-re, és
mivel D az AB oldal felez6pontja, DF kozépvonal az ABE héromszogben, igy F felez6pontja
az EB szakasznak. A ABEA és a DBF /A haromszogek hasonldk, a hasonldosag ardnya 2 : 1.

A DF szakasz a BC'D derékszogi haromszog atfogéjahoz tartozé magassiga, ez pedig — mint
ismeretes — két hasonlé hdromszogre bontja a BC'DA-et, tehat DBFA ~ CDFA.

A hasonlésédg tranzitivitasa miatt ABEA ~ CDF A, a megfelel§ oldalak aranya tehét egyenld:

AE  CF
EB  FD’
Mivel FD =2FG és EB = 2EF, ezért

AFE CF
EF ~ FG (8)



A D B

Az 5. feladathoz.

A (8) egyenléség szerint AEFA és CFGA két-két oldaldnak ardnya megegyezik, és mivel
ezen haromszogekben az F, illetve az F' csucsnal derékszog van, a két haromszog hasonld.

Emiatt a megfeleld szogek egyenldk, tehdt FAE< = GCF< = HCF<.

Az A és C pontok az EH egyenes azonos oldaldn vannak (mert H és C az AE egyenes
kiilonbo6z8 oldalain vannak), az el6z6ek szerint pedig az A és C pontokbdl az EH szakasz egyenld
nagysagu szogben latszik, igy az A, H, E és C pontok egy korre illeszkednek. Mivel az AEC
héromszog derékszogll, ezért ez a kor az AC szakasz Thalész-kore (azaz az AH és CH, vagyis
az AF és CG egyenesek merélegesek).

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

6. feladat: Az els6 2012 darab pozitiv egész szam mindegyikét atirjuk harmas szdmrendszerbe.
Hény palindrom szdm van a kapott 2012 darab hdrmas szdmrendszerbeli szdm kozott? (Palind-
rom szamon olyan pozitiv egész szamot értiink, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben irva

az eredeti szdmot kapjuk vissza.)
Kosztoldnyi Jozsef (Szeged)

Megoldas: Mivel 3¢ = 729 < 2012 < 2187 = 37, ezért a vizsgalt pozitiv egészek a harmat
szamrendszerben legfeljebb hétjegytiek.

Két egyjegyli palindrom van: az 1 és a 2. Kétjegyibol is kettd van: 11 és 22.

Ha n > 1, akkor a 2n jegyli harmas szamrendszerbeli palindrom szdmokbdl ugy kapjuk a
2n+1 jegyti palindrom szdmokat, hogy az els6 n jegy utdn (kozépre) beirjuk a 0, 1, 2 szamjegyek
valamelyikét.

A 2n jegyli hdrmas szdmrendszerbeli palindrom szamokbdl hasonléan kapjuk a 2n + 2 jegyl
palindrom szdmokat is: itt 00-t, 11-et vagy 22-t irunk be kozépre.

Ezek alapjan Haromjegyli és négyjegyl palindrom szamokbdl is 6 darab van, 6t- és hat-
jegytbol 18, hétjegyiibol pedig 54 darab.



Mivel 2012 = 2202112, ezért a hétjegyti palindrom szamok koziil az ennél nagyobbak mar nin-
csenek benne az alaphalmazban, ez 6sszesen 6 darab szam: 2210122, 2211122, 2212122, 2220222,
2221222, 2222222.

Igy az elsé 2012 darab pozitiv egész koziil a hrmas szémrendszerben palindromok szdma:
24+24+6+6+ 18418+ 54 — 6 = 100.



