XX. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Bonyhad, 2011. mdrcius 11-15.

12. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b,c pozitiv valds szamok kielégitik az
5abc > a® + b% + ¢*

egyenl6tlenséget, akkor létezik a, b, ¢ oldali haromszog.
Oldh Gyérgy (Komdrom)

Megoldas: Az allitast indirekten bizonyitjuk: feltessziik, hogy valamely a, b, ¢ valés szamokra
igaz az egyenl6tlenség, de ne nem létezik a, b, ¢ oldali haromszog.

Ez azt jelenti, hogy az a, b, ¢ szamokra legalabb egy haromszog-egyenlotlenség nem érvényes.

Nem megy az altaldnossag rovasara, ha feltessziik, hogy ¢ > a + b, vagyis ¢ = a + b+ z, ahol
x> 0.

Az eredeti egyenl6tlenségbe valé behelyettesités utan kapjuk:

5ab(a+ b+ x) > a® + 0> + (a +b)® + 3z(a + b)? + 3(a + b)z* + 2°.
Rendeziink:
2a°b + 2ab® > 2a® 4 2b° + abx + 3 (a® + b*) z + 3(a + b)2® + 2
0> 2a® + 26° — 2a°b — 2ab® + abz + 3 (a® + b%) z + 3(a + b)z* + 2°
0> 2a*(a — b) + 2b*(b — a) + abz + 3 (a® + b*) z + 3(a + b)z* + 2°
0> 2(a—1b) (a® — b*) + abz + 3 (a® + b*) z + 3(a + b)z* + 2*
0>2(a—1b)*(a+0b)+abx + 3 (a® +b*) z + 3(a + b)a* + 2°

A jobb oldalon minden tag nemnegativ, igy ellentmondasra jutottunk, tehat létezik a, b, ¢ oldald
haromszog.

2. feladat: Legyen a, (n € NT) az \/n-hez legkozelebbi egész szam. (Ha n négyzetszdm,
akkor a,, = y/n.) Mennyi az

Osszeg értéke?
Kantor Sdndor (Debrecen)

Megoldas: Legyenek k és n olyan pozitiv egész szamok, amelyekre

1\’ 1\?
(kz—§) <n<(k+§) és n < 2011,



A 3. feladathoz.

igy

1 1
2 - 2 -
B =kt <n<k +k+,

azaz
B —k<n<k®+k.

Megjegyezziik, hogy a bal oldalon tovabbra sem johet létre egyenlség.
Tehat az ai + L 4 4+ L Gsszegben % értéke (k2 + k:) — (k:2 — k) = 2k-szor fordul els.
. 1 a2 @2011
Ezek 0sszege

1
2k - — = 2.
k
Mivel 2011 = 442 + 44 + 31, ezért az eddigiek értelmében
1 1 1 1
St —44.24 31 —.
a az a2011 45

3. feladat: Az ABC héaromszogbe irhatd kor O kozéppontjara illeszkedd e egyenes az AB és
AC oldalakat M és N pontokban metszi. D és F a BO és CO egyenesek olyan pontjai, amelyre
ND || ME || BC. Igazoljuk, hogy az A, D és E pontok egy egyenesre illeszkednek.

Katz Sdndor (Bonyhdd)

Megoldas: Hasznéljuk a haromszogekben &dltalanosan megszokott jeloléseket; legyen O a
beirhat6 kor kézéppontja.

Az M E egyenes messe az OB egyenest F1-ben, az AC oldalt M;-ben!

Legyen AM = kc és AN = [b; hasonldség szerint AM; = kb, hiszen BC || M M;.

Az ABC héromszog szogfelezdje a B-nél 16v6 3 szoget két egyenld részre osztja; mivel BC' ||
MM, igy ME1B< = g Ezért a BME1A egyenld szarti: MB = ME; = (1 — k)c. Ezzel
megegyez6 gondolatmenet szerint kapjuk, hogy M;C = M1 E = (1 — k)b.



Az AM N A-ben felirva a szogfelez6tételt:

MO ke
ON ~ Ib (1)

DNOA ~ ME;OA, mert oldalaik parhuzamosak. A hasonlésdghdl kovetkezden és (1) fel-

hasznalasaval
DN ON _Ib

=_—— = _. 2
ME, OM kc @)

(2) szerint
DN DN ME, 1—k

AN b ke  k
De ﬁ%i = %, ezért pedig ADNA ~ AEM; A, mert két oldaluk ardnya és (a padrhuzamosség
miatt) egy szogiik megegyezik.
Ezért az A cstcsnal 16v6 szogiik is megegyezik, tehdt A, D és E kollinearisak.

4. feladat: Az ABC haromszog A csicsdhoz tartozdé magassiganak a BC oldal egye-
nesén levo talppontja D. A B és C pontokbdl az A csticsbdl indulé bels6 szogfelezére bocsatott
merélegesek talppontjai rendre E és F. Az EF és BC szakaszok metszéspontja M. Legyen az
ABC héromszog teriilete T', a DEF héaromszog teriilete ¢.

Bizonyitsuk be, hogy
/|t FM-BM-DE
T EM-CM-AB’

Megoldas: A feltételeknek megfelel§ abrat készitiink.

Az AB szakasz a D és E pontokbdl derékszogben latszik, ezért D és E rajta van az AB mint
atméro folé irt Thalész-koron. Ebbo] az is kovetkezik, hogy ABE D hirnégyszog. Hasonloképpen
mivel az AC szakasz a D és F pontokbdl derékszogben latszik, ezért D és F illeszkedik az AC
Thalész-korére, és ezért ACDF hiurnégyszog.

Mivel ABED hirnégyszog, ezért DEF<t = DEA< = DBA<, mert az utdbbi két szog az
AD hirhoz tartozé keriileti sz6g. ACDF is hirnégyszog, amelynek szemben fekvo szogei 180°-ra
egészitik ki egymast, azaz ACD< + DF A< = 180°.

A DF A< és DFE< szogek ugyancsak 180°-ra egészitik ki egymadst, igy ACD< = ACB< =
DFE<«.

A DEF és ABC haromszogekben tehat két-két szog, mégpedig a DEF< = CBA< és a
DFE< = ACB< szogek nagysiga egyenld, ezért a harmadik szogek mértéke is azonos, vagyis a
két haromszog hasonlé: DEFA ~ ABCA.

Hasonlé haromszogek teriiletének ardanya a hasonldsdg ardnydnak négyzetével egyenlo, ezért

t_(FDY’
T \AC) "’

[/t FD
T AC
kovetkezik.

A DEF és ABC haromszogekben tehat EDF< = BAC<.

Biré Bdlint (Eger)

ebbdl pedig



“‘\W

A 4. feladathoz.

Viszont az ABED htrnégyszogben az EDB< és az EAB< azonos {ven nyugvé keriileti
sz0gek, tehdt egyenlok. A feltétel szerint az AE egyenese felezi a BAC<t-et, igy

BAC< _ EDF<

FEAB« =
< 2 2

= EDB«,

ez pedig éppen azt jelenti, hogy a BC egyenes felezi az EDF szoget.
Felirjuk a szogfelez6tételt az ABC /A-ben:

AC  CM _AB-CM

£ o4 Ac = 28 2M 3
A8 BM - 29T "B 3)
A DEF A-ben is felirjuk a szogfelezotételt:
FD FM DE-FM
DE _EM EM )

(3) és (4) eredményét a \/;—re vonatkozé képletbe valé beirdasdval kapjuk a bizonyitandé
allitast:
[t FD FM-BM DE
T AC EM-CM-AB’

5. feladat: Adott egy tetszOleges poliéder. Lehet-e a csucsaiba pozitiv egész szamokat irni
a kovetkezd médon:

ha él kot Gssze két csicsot, akkor a csticsokba irt szamok relativ primek;

ha két cstcs nincs éllel 6sszekotve, akkor a csucsokba irt szamok legnagyobb kozos osztéja
1-nél nagyobb?



Kantor Sdndor (Debrecen)

Megoldas: Az elhelyezés lehetséges, ennek bizonyitasat egy, a feltételeknek megfelel6 elhe-
lyezés megadasaval végezziik. Az elhelyezés sordn szamokat fogunk irni a csticsokba és a végs6
értéket a beirt szamok szorzata fogja jelenteni.

El6szor vegyiik a csticsokat valamilyen sorrendben és az els6 csicsra irjuk az elsé primszamot
(2-t), a mésodik cstcsra a masodik primszdmot (3-at), és igy tovabb a t6bbi csicsra. Ez véges
sok 1épés utan véget ér.

Ezek utdn vegyiik az elsé olyan part, amelyiket nem kot Gssze él és mindkét csicsba irt
aktudlis szdmot szorozzuk meg a soron kovetkez6 primszammal. Majd vegyiik a kovetkez6 Ossze
nem kotott part, és folytassuk ezt az eljarast. Ez is véges sok 1épés utan véget ér.

A feltételek teljesiilnek:

e Ha él kot Ossze két csticsot, akkor azokban csupa kiilonb6z6 primszamot szoroztunk Ossze,
hiszen k6z0s primoszté csak akkor keriilhetne mind a kettébe, ha nem lennének 6sszekotve.

e Ha nem kot 6ssze él két csticsot, akkor van olyan prim, ami mind a kettében szerepel, tehat
a legnagyobb ko6z6s osztéjuk biztosan nem 1.

Tehat ez az elhelyezés kielégiti a feltételeket.

6. feladat: Létezik-e olyan négyzetszam, amelynek a szdmjegyeinek osszege 201120107
Szabo Magda (Szabadka)

I. megoldas: Megmutatjuk, hogy létezik olyan szam.
Tekintsiik az x = 2 - 10¥ — 1 alakii szdmokat, ahol k pozitiv egész szam.

2= (2-10F = 1)" =4.10% —4. 10" + 1

=400...0-400...0+1=399...9600...01
S—— ~—— —_— =
2k k k—1 k—1

Eszerint 22 szamjegyeinek dsszege 3 + (kK —1) -9+ 6 + 1 = 9k + 1.

Ha k értékét egyesével noveljiik, akkor a szamjegyek Gsszege minden 1épésben 9-cel fog noni,
ezért minden 9n + 1 alaku értéket fel fog venni.

Most megmutatjuk, hogy 20112°*° =1 (mod 9), azaz
is felveszi.

2 szadmjegyeinek Osszege ezt az értéket

2011°=4"=64=1 (mod 9)
20112010 = (20113)°° =170 = 1 (mod 9)
Tehat 20112919 valéban 9n+ 1 alakt szadm, igy x2 szdmjegyeinek dsszege ennyi lesz valamely k-ra.

II. megoldas: Tekintsiik az

_ 10k —4




szamokat, ahol k pozitiv egész szam. Ekkor

k_ 2
y2:33...322:(10 4) :%(102k—8-10k+16)
k—1
_ L ovy —g. L 1o0r - _ -
_9(10 )-8 9(10 1)+1=11...1-83...841

2k k
=11...1022...24
—— =
k—1 k—1

Igy y? szamjegyeinek osszege (k—1)-1404+(k—-1)-24+4=3k+1.

Ha k értékét egyesével noveljilk, akkor a szadmjegyek Osszege minden lépésben 3-mal fog
néni, tehdt minden 3n + 1 alakd értéket fel fog venni. 20112°19-r8] pedig az I. megoldds végén
megmutattuk, hogy 9n + 1 alakd szdm, tehdt 3n 4 1 alakd szam is.

Igy y? szémjegyeinek osszege valamely k-ra 20112010 Jesz.



