XX. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Bonyhad, 2011. mdrcius 11-15.

11. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy
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barmely n > 1 természetes szdm esetén.
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Az Osszeg tagjai 1+2;k alakuak, ezt alakitjuk at:
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Az §llitas altaldnosithatd: ugyanezen lépéseket a
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Osszegre elvégezve kapjuk, hogy kisebb, mint % (p>1).

2. feladat: Oldjuk meg a valés szamok halmazan a

6ve —2+10vV2z +3+12v3x+3 =62+ 74

egyenletet.

Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Az egyenlet értelmezett, ha x € [2;00).
6x + 74 részekre bontasaval teljes négyzetek Gsszegére bontjuk az egyenletet.

62 4 74 = 6v/x — 24+ 10v/2x + 3+ 12v/3x + 3
0= (z-2-6Vz—2+9)+ (2243 — 1022+ 3+ 25) + (3z + 3 — 123z + 3 + 36)
0=(Vz-2-3)"+(V2r+3-5) "+ (V3r+3-6)°
Ez a valds szamok halmazan akkor és csak akkor lehetséges, ha

Ver—2-3=06V2x+3-5=0¢6+V3x+3-6=0.

Mindhédrom egyenlet egyetlen megoldasa x = 11, igy az eredeti egyenletnek is ez a megoldasa.

3. feladat: FEgy négyzetbe az abra szerint két egybevagd téglalapot irunk. Mekkora az «
$70g7?

Katz Sdndor (Bonyhdd)

I. megoldas: FQR/Z = EPQ/ = «, mert a szogek merdleges szariak. EPQ/ = CRSZ =
a, mert valtészogek. EPQA = CRSA, mert két szogiik (a derékszog és a) megegyezik és a

derékszoggel szemkozti oldalak ugyanolyan hossziak (b). Ezért az dbrédn d-vel jelolt szakaszok
egyenlok.
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A 3. feladat I. megoldaséhoz.

Az &brardl leolvashatd, hogy

b+tc+td=a (1)
et+f=a (2)

EPQA ~ FQRA, mert szogeik megegyeznek. A hasonldsig miatt a megfelel6 oldalak ardnya
egyenld:
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(1)-b8l dtrendezéssel és kiemeléssel

b(Hg):a(l_g),

(4) felhasznéldsdval pedig

(3) felhasznéldsdval



Szorozzuk Ossze (5)-6t és (6)-ot!
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£ #0, ezért c = 5. Az FQRA derékszogi és az egyik befogé fele az dtfogénak, ezért az emlitett
befogéval szemkozti szog, a, 30°-0s.

II. megoldas: Az abréan jelolt szogek egyenlé nagysaguak, mert merdleges szariak. Legyen
a négyzet oldala a, a beirt téglalap masik oldala b.
Irjuk fel a BC' oldalt az azt alkoté hdrom szakasz 6sszegeként!

b+a-sina+b-cosa=a (5)
b-(14+cosa)=a-(1—sina) (6)

A 3. feladat II. megoldédsahoz.

ITI. megoldas: Huzzuk be a két egybevagé téglalapban az EB és PR atlokat, ezek nyilvan
egyenlok.

Toljuk el a PR atlot a CR = PE = d szakasszal, ekkor az ET B egyenld szari haromszoget
kapjuk, amelyben az EF magassag felezi a T'B alapot, tehat TF = FB = b. fgy a BC oldalon
2b+2d = a, ahonnan b +d =c = 3.

Az RQF derékszogl hiromszog RF befogdja fele az RQ atfogénak, tehdt o = 30°.

4. feladat: Legyen az ABC haromszog AB oldaldnak A-hoz koézelebbi harmadolépontja
P, az A-tdl tdavolabbi harmadolépontja Q. Legyen tovabbd a BC oldalon a B-hez kozelebbi
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A 3. feladat III. megoldédsdhoz.

harmadolépont R, a B-t6l tavolabbi harmadolépont S. Legyen a C'A oldalon a C-hez koze-
lebbi harmadolépont 7', a C-t6l tavolabbi harmadolépont U. Legyen a PS és BT szakaszok
metszéspontjat az U ponttal 0sszekoto egyenes és a BC' szakasz metszéspontja V. Hatarozzuk
meg a BUV haromszog és a PQRSTU hatszog teriiletének aranyat.

Biré Bdlint (Eger)

Megoldas: Jeloléseink az abran lathatok.

A parhuzamos szelOk tételének megforditdsa miatt a T'S szakasz parhuzamos az AB oldallal,
tovabba a parhuzamos szel6szakaszok tételébdl kovetkezden T'S = %AB. Mivel azonban BP =
%AB, ezért g—i = %

A TZS és BZP haromszogek két-két szoge a T'S és BP szakaszok parhuzamossaga miatt
egyenlo, tehat a T'ZS és BZ P haromszogek megfeleld szogei egyenldk, vagyis a két haromszog
hasonlé. A hasonlésaghdl kovetkezik a megfelel¢ oldalak ardanyanak egyenlOsége, igy ebbél és

el6z6 eredményiinkbdl
TS ZzZS ZT 1

BP ZP ZB 2
kovetkezik, tehdt a Z pont a PS szakasz S ponthoz kozelebb es6 harmadolépontja.

Ismét a parhuzamos szel6k tételének megforditasabdl kovetkezik, hogy az U P szakasz parhu-
zamos a BC' oldallal, és a parhuzamos szel6szakaszok tétele miatt UP = %BC’. AzUPZ ésVSZ
haromszogekben két-két szog megegyezik, mert az UP és VS szakaszok parhuzamosak, a két
haromszog megfeleld szégesi egyenlok, tehat a két haromszog hasonlo, ezért a megfeleld oldalak

1% 9 1

ardnya is egyenld, azaz 5 = 7 = g—lsg. Ugyanakkor az el6zéekben igazoltuk, hogy g—f; =3,
ezért

vs vz zZS 1
up UZ ZpP 2
Eszerint a V.S szakasz hossza az UP szakasz hosszanak a felével egyenl6, de ebbdl UP = %BC
miatt V.S = %BC’ kovetkezik.
fgy VS+SC = %BC’ + %BC = %BC, vagyis a V' pont a BC' szakasz felez6pontja.
Az UBC haromszogben tehat az UV szakasz silyvonal, amely felezi az UBC' haromszog
teriﬂetét, azaz TBUV = %TUBC-
Ko6nnyen lathatd, hogy az UBC haromszog teriilete az ABC' hiromszog teriiletének kéthar-

mad része, hiszen Y& = 2 és az UC illetve AC oldalakhoz tartozé magassig a két haromszogben
egyenld.

AC T 3



A 4. feladathoz.

Ebbél régtén kévetkezik, hogy Tsuv = 3Tusc = 5 - 2Tapc = 3TaBc, vagyis a BUV és az

ABC héaromszogek teriiletének aranya 1 : 3.

Nyilvanval6, hogy %—gg = %, hiszen a két haromszog szogei a megfelel6 oldalak egy egyenesbe
esése illetve parhuzamossaga miatt egyenlok, ezért a két haromszog hasonlé és a megfelel6 oldalak
ardnya 1 : 3. Hasonléan lathaté be, hogy 228@ — 1 g Tors — 1

L . TaBc 9 TaBc 9°
Ebbdl kovetkezik, hogy

2

Tporstu = Tapc — Tapu —TBro — Ters = gTABC-

Mivel el6z6 eredménytink szerint Tryy = %T 'ABC, €zért

Ty 1

TrorsTy 2

5. feladat: Egy 10 x 10-es tabldzat minden sordba és minden oszlopdba az dbrén lathato
modon beirjuk a szamokat 0-tél 9-ig, majd minden sorban és minden oszlopban bekereteziink
pontosan 1 szamot, tehat Osszesen 10-et. Van-e a bekeretezett szdmok kozott mindig legalabb
két azonos szdm?

01 9
91011 8
81910 7
1123 0

Szabd Magda (Szabadka)



Megoldas: Vegyiik észre, hogy a tabldzat tetszéleges elemét megkaphatnank gy is, hogy
a soranak az els6 eleméhez hozzdadnank az oszlopanak az elsé elemét és vennénk ennek az
Osszegnek a 10-es maradékat.

Most bebizonyitjuk, hogy lesz legalabb két azonos szam.

Bizonyitsunk indirekten, azaz tegyiik fel, hogy mind a 10 kivalasztott szam kiilonb6z6.

Ekkor a kivalasztott szamok Osszege 0 + 1+ 2 4 ... +9 = 45, aminek a 10-zel vett osztdsi
maradéka 5. A fentiek szerint ezt megkaphatjuk gy is, hogy az elsd sor és az elsé oszlop elemeinek
Osszegét vesszilk, ami 2- (0+ 1+ 2+ ...+ 9) =90, aminek a 10-zel vett osztdsi maradéka 0.

Mivel a két maradék nem egyezik meg, ellentmondasra jutottunk. Tehdt mindig van két
azonos szam.

6. feladat: Jelolje tetszOleges pozitiv egész n szdm esetén t(n) az n szdm kiillonboz6 primosz-
téinak szamét. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szam van, amelyre

a.) t(n*+n) paratlan.
b.) t (n? +n) paros.
Borbély Jozsef (Tata)

Megoldés: Nyilvanvald, hogy ha (a;b) = 1, akkor t(a;b) = t(a) + t(b).
Mivel (n;n+1)=1ésn*+n=n-(n+1), igy

t(n®+n)=t(n)+tn+1).
Legyen k > 0 egész szam. Ekkor igazak a kovektezo alitasok.
e Minden n = 2¥-ra t(n) = 1, azaz végtelen sok paros n-re t(n) paratlan.
e Minden n = 2 - 3¥-ra t(n) = 2, azaz végtelen sok paros n-re t(n) paros.
e Minden n = 3*-ra t(n) = 1, azaz végtelen sok paratlan n-re t(n) paratlan.
e Minden n = 3 - 5F-ra t(n) = 2, azaz végtelen sok paratlan n-re t(n) paros.

Mésképpen fogalmazva: nem lehet, hogy paros n-re t(n) csak paros vagy csak paratlan értéket
vegyen fel; ugyancsak nem lehet, hogy paratlan n-re ¢(n) csak pdros vagy csak paratlan értéket
vegyen fel.

Konnyt latni, hogy ebbél kovetkezik, hogy végtelen sok esetben két egymast kévetd szamra
t(n) azonos, illetve kiilonb6zd paritdsd. Innen kovetkezik a bizonyitandé allités.



