XX. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Bonyhdd, 2011. marcius 11-15.

10. osztaly

1. feladat: Legyen egy hdromszog harom oldaldnak a hossza a, b és c. Bizonyitsuk be, hogy

2
clatbto
ab + be + ca

Mikor allhat fenn egyenldség?
Kdntor Sandorné (Debrecen)

Megoldas: A feladatban szerepl6 kett6s egyenlétlenséget bontsuk két részre és végezziink

ckvivalens atalakitasokat. ) )
< (a+b+c¢) <4

“ab+bc+ca —

3(ab+ be + ca) < (a+ b+ c)? < 4(ab + be + ca)

a) Bizonyitsuk elészor a bal oldalt:
3(ab+bc+ca) < (a+b+c)?, (1)
amibdl a négyzetre emelést elvégezve és atrendezés utan
a®>+ b2+ c? —ab—be—ca>0.
Kettével vald beszorzas és a tagok csoportositasa utan kapjuk, hogy
(@a=b)?+(b—c)*+(c—a)* >0,
ami minden valds a, b, ¢ értékre igaz, igy az (1) egyenl&tlenség is igaz.
Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a = b = ¢, tehdt ha a haromszog szabdlyos.
b) Tekintsiik most a jobb oldalt.
(a4 b+ c)* < 4(ab+ be + ca) (2)
A négyzetre emelés és mindkét oldalbdl 2ab + 2bc 4 2ca kivonas utdn
a2 + b* + ¢ < 2(ab + be + ca). (2%)

Mivel
2(ab+bc+ca) =alb+c)+bla+c¢) +cla+d)

és a haromszog-egyenlGtlenségek szerint
a><alb+te), bV*<blate), c*<clatb),

az egyenlOtlenségek Osszeaddsdval (2x) igaz. Mivel (2%)-ot (2)-bél ekvivalens dtalakitdasokkal kap-
tuk meg, igy (2) is igaz és egyenléség soha nem all fenn.



Mivel az atalakitasok ekvivalensek, ezért a bizonyitdst a visszafelé bizonyitas mddszerére vald
hivatkozassal lehet befejezni.

2. feladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valds szdmok halmazén!
422 — 3y = xy®
2%+ 23y? =2y
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

Megoldas: Ha x =0 vagy y = 0, az (z;y) = (0;0) megoldast kapjuk.
Ha z # 0 és y # 0, az elsé egyenletet szorozzuk meg 22-tel, a mésodikat y-nal.

4ot — 322y — 2%y =0
Zl'2y + :ngg — 2y2

Adjuk ossze (1)-et és (2)-t!
4ot — 22%y = 292

Az els6 egyenletet nullara rendezés és 2-vel vald osztds utan szorzatta alakithatjuk:
(y—27) (y+22%) =0

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha legalabb egy tényezgje nulla, igy két esetet kiilonboz-
tetiink meg.
Ha y = 22, akkor felhasznéljuk az eredeti egyenletrendszer masodik egyenletét:

2%+ 27 = 222

x’ = a?
=1
Innen x =1, y = 1.
Ha y = —222, akkor is az eredeti egyenletrendszer masodik egyenletét hasznaljuk:
2% 4+ 427 = —422
47 = —5a?
5 )

r = *Z
{,/3 .40 /40
Tr = — —_ = — _— = ——
4 32 2
Visszahelyettesitve y = —22%-be

2
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Tehat a megoldasok:

0:0), (1:1), (@;%o).



3. feladat: Az AB szakaszon vegyiik fel a C' és D pontokat igy, hogy AC = CD = DB
legyen és legyen CDEF' egy tetszbleges paralelogramma. Legyen G az AE és DF, H pedig a
BF és C'E metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy AB = 9GH.

Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Legyen O a paralelogramma &atléinak metszéspontja, vegytiik fel azokat a K és
L pontokat, melyekre K € BF és L € AE és DK || CE és CL || DF.

A 3. feladathoz.

A paralelogramma atléi felezik egymast, ezért a DF K haromszogben OH kozépvonal és
DK =2-0H.

A C'BH héaromszogben DK kozépvonal és CH =2- DK =4-0OH, ahonnan CO =3 - OH.

Hasonléan bizonyitjuk, hogy DO = 3 - OG.

A COD és HOG héromszogek hasonldk, ezért

co_po_cp _
oG GO HG

Tehét CD = 3- HG és AB=3-CD, igy AB=9-GH.

4. feladat: FEgy 2n oldald, szimmetria-kozépponttal rendelkezd konvex sokszoglap (P)
csucspontjai koziil kivalasztunk harmat, jeloljik 6ket A-val, B-vel és C-vel. Igazoljuk, hogy az
ABC héromszog t teriilete nem nagyobb, mint %, ahol T' a P sokszoglap teriiletét jeloli.

Ddlya Pdl Péter (Szeged)

Megoldas: Jelolje O a P szimmetria-kozéppontjat és A, B’, C’ rendre az A, B, C pontok
O-ra vonatkozo titkkorképeit. Harom esetet kiilonboztetiink meg:

I. eset. Ha O illeszkedik az ABC haromszog egyik oldaldra, akkor ez csakis az oldal fe-
lez6pontja lehet, hiszen ellenkez6 esetben a konvex sokszog ketténél tobb cstcsa is illeszkedne
az illet6 oldal egyenesre, ami konvex sokszog esetén kizart. Ha a haromszog harmadik csicsat
tiikrozzik a szemkozti oldal felezépontjara, O-ra, akkor egy paralelogrammat kapunk, amelynek
cstucsai a sokszog csucsai kozul valdk, igy a paralelogramma része a konvex sokszoglapnak, tehat
2t < T, vagyis t < %



II. eset. Ha O az ABC haromszdglapon kiviil van, akkor az O ponton &t hizhatunk egy
olyan e egyenest, amelyik nem metszi a haromszoglapot. Az A, B, C pontok és az A’, B, C’
titkorképek az e egyenes killonbozé oldaldn helyezkednek el. Tehat az ABC és A’ B’C’ egybevagd
haromszoglapoknak nincs ko6zos pontjuk és mindketté a konvex sokszog része, igy ebben az
esetben is igaz, hogy t < %

III. eset. Ha O az ABC héromszoglap belsé pontja (ldsd az dbrdt), akkor mivel az A,
B, C, A', B, C' pontok a konvex sokszog csicsai, kovetkezik, hogy AC'BA'CB’ egy konvex
hatszoglap, amely része a konvex sokszoglapnak. Nyilvanvaléan ahhoz, hogy a csicsok titkkorképei
a haromszoglapon kiviil keriiljenek, sziikséges, hogy a szimmetria-kézéppont az A BC haromszog
kozépponti haromszogének belsejében legyen.

A 4. feladathoz.

Jeldlje z, y, z az O pontnak rendre a BC, CA, AB egyenesektsl mért tavolsdgat; a, b,
¢ rendre a BC, CA, AB oldalak hosszat; mg, mp, m. a megfeleld magassidgokat, igy mivel
tosc +toca +toap = t, kovetkezik, hogy

Konnyen belathaté (a kozéppontos tiikrozésbél kovetkezik), hogy
d(A',BC) =m, — 2z, d(B',AC)=my—2y és d(C',AB) =m,—2z.
Ezek alapjan kiszamithat6 a konvex hatszoglap teriilete.

tac'Bacp =tpac +topa+itacs+t
-2 b -2 -2
_ a(ma2 x) n (mb2 Y) n c(mC2 z) +

=4t — (ax + by + cz) = 2t

Mivel a konvex hatszoglap része az eredeti konvex sokszoglapnak, kovetkezik, hogy 2t < T', ami
igazolja a feladat allitasat ebben az esetben is.




5. feladat: Hany olyan egyenlészard trapéz 1étezik, amelynek a keriilete 2011 és az oldalak
mérészama egész szam?

Szabd Magda (Szabadka)

Megoldas: A trapéz oldalai legyenek ebben a sorrendben a, ¢, b, ¢; a > b pdrhuzamos
oldalak.
A trapéz keriilete 2011:

a+2c+b=2011
a+b=2011-2c

Tehat a parhuzamos oldalak Gsszege paratlan szam, igy nem lehetnek egyformak, amibdl kdvet-
kezik, hogy a > b.
Konnyt meggondolni, hogy igaz a kévetkezd is:

a<c+b+ec,

azaz
2a < a+c+b+c=2011,

tehdt a < 1005. Az a valamely rogzitett értékére b az {1,2,3,...1005} halmaz bdrmely a-nal
kisebb eleme lehet, de paritasban kiillonb6z6ének kell lennie, hiszen az Osszegiik paratlan szam.
Tehat rogzitett a-ra a lehet&ségek szama [%} .

Ha adott a és b, akkor ¢ egyértelmiien meghatdrozhaté (és ebbél kovetkezéen a trapéz is

egyértelmiien meghatédrozott), hiszen

_2011-a-—b
- 2

C

Ezekat felhasznélva felirhatjuk az ilyen trapézok szamat:

1005

}:[g}:0+1+1+2+2+”_+m1+an+an+5mzz
a=1
502
502 - 503
;g;z 5 52506

6. feladat: Adott nyolc kiilonb6z6 pozitiv egész szam a tizes szamrendszerben. Képezziik
barmely kettd (pozitiv) kiilonbségét, majd az igy kapott 28 szdmot szorozzuk Gssze. 6-nak melyik
az a legnagyobb kitev6jii hatvanya, amivel ez a szorzat biztosan oszthaté?

Kiss Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas: Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 6-tal, ha oszthaté 2-vel és 3-mal.

Két szdm kiilonbsége csak akkor oszthaté 2-vel, ha azok paritdsa megegyezik (mindkettd paros
vagy mindketto paratlan.

Belathaté, hogy négy paros és négy paratlan szdm megadéasa esetén lesz a lehet6 legkevesebb

péros tényezo, ugyanis
T " 88—z > 9 4
2 2 - 2



A négy pérosbdl és a négy péaratlanbdl is 6-6 darab 2-vel oszthatd tényezot lehet képezni, a
tobbi tarsitas paratlan lesz. Ez azt jelenti, hogy 2-nek a 12. hatvanyaval biztosan oszthaté lesz
a 28 szam szorzata.

A harommal valé oszthatdsag szempontjabol a természetes szamok algebrai alakja 3k, 3k + 1
vagy 3k + 2 lehet. Az azonos algebrai alaki szdmok kiilonbsége oszthaté 3-mal.

Legkevesebb 3-mal oszthatd tényezot akkor kapunk, ha a fenti alakd szamok eloszlasa 3, 3,
2, valamilyen sorrendben.

Ha valamelyik tipusbdl 3 darab van, akkor abbdl 3 db harommal oszthaté szdmot tudunk
képezni. Ha valamelyikbél csak 2, akkor 1 darab 3-mal oszthatét készithetiink.

Igy a 3 kitevéje legaldbb 3 + 3 + 1 lesz, vagyis a 3 hetedik hatvanydval még biztosan oszthato.

Osszegezve: a 28 darab feladatbeli tényezé a 6 hetedik hatvanyaval még biztosan oszthato. (A
nyolcadikkal viszont nem feltétleniil, mert példdul az {1,2,3,...8} esetén a szorzat csak 3-nak
csak a 7. hatvdnydval oszthaté.)



