XIX. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny

Szatmdrnémeti, 2010. mdrcius 19-22.

12. osztaly

1. feladat: Hatéarozzuk meg az E(x) = (14 cosz) sin z kifejezés legnagyobb értékét, ha x tetszsleges
valos szam! Milyen 2 esetén veszi ezt fel?
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

1. feladat I. megoldasa: A sin és cos fiiggvény periodikussaga alapjan elégséges a kifejezés maxi-
mumét a [0, 27] intervallumon meghatérozni. Ugyanakkor lathat6, hogy ha z ¢ [0, 3] , akkor a kifejezés

értéke novelhets azaltal, hogy x helyett m — z-et vagy = — 7t vagy 27 — x-et helyettesitiink (vagyis a
us

véltozot visszavezetjiik az elss negyedre). igy feltételezhetjiik, hogy = € [0,%], azaz t = cosz > 0. A

kifejezés ebben az esetben
Ei(t)=(1+t)v1—1¢2

alakban irhat6. A szamtani és a mértani kozéparanyos kozti egyenlStlenség alapjan

3
A1+t 1
2T8) (1—t#) < =, teha
\/( 3 ) ( t)_2,teat

1+t)V1-t< %,

és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha % =1—t, vagyis ha t = % Ez mutatja, hogy a kifejezés
maximuma %ﬁ és ezt a Z-ban (illetve a § + 2k, k € Z pontokban) veszi fel.

1. feladat II. megoldasa: A sin és cos periodikus fiiggvények, f6periodusuk 27, ezért elégséges, ha
vizsgaljuk a kifejezés értékét a [0, 27 intervallumon. A [, 27| intervallumon a sin z negativ, az 1 + cosx
pedig pozitiv, ezért a kifejezés értéke is negativ, igy itt nem kapjuk meg a legnagyobb értéket. A [7, 7]
intervallumon sin z értéke pozitiv, cosx értéke negativ, 1 + cosz értéke kisebb, mint 1, igy a kifejezés
értéke a [T, 7] intervallumon nem nagyobb, mint 2 = Z-ben. Emiatt a kifejezés legnagyobb értékeét csak
a [0, %] intervallumon kaphatjuk meg. Itt sinz és cosx értéke is pozitiv. Legyen tehat = € [0, 5] és
t:= tg3. Ekkor

2
142r—tt2 és cosz = %, ahol t € [0,1].

1—¢t? 2t 4t
1+ . = :
1+t2) 14+t (141¢2)2

Alkalmazzuk 4 pozitiv valos szdm szamtani és mértani kézéparanyosai ko6zotti egyenlStlenséget:
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Igy az adott kifejezés:

(1+1¢2)2~ 4
Egyenléség t = \/ig esetén all fenn. Az alkalmazott helyettesités kolcsonosen egyértelmd, tehat (1 4+
cosz)sinx < %, igy a kifejezés legnagyobb értéke %, amit x = 7 esetén (vagyis altalanosan x =

2km + 5, k € Z esetén) vesz fel.



1. feladat ITI. megoldasa: A sin és cos periodikus fiiggvények, fGperiodusuk 2w, ezért elég, ha
vizsgaljuk a kifejezés értékét a [0, 27] intervallumon.
Legyen f : [0,27] — R, f(x) = (1+cosz)sinx Ekkor f(z) = cos2z + cosz = 2cos L cos . A

Fermat-tétel alapjan a fuggveny szélsGértékeit a 2 cos 7 cos 3 = 0 egyenlet megoldasai kozott keressiik.
A gydkdk: z1 = Z, 20 = 7 és x5 = 3T, Mivel f(3) = %_, (r) = 0 és f(x3) < 0, igy a kifejezés
legnagyobb értéke 3 ‘[ , amit ¥ = 7 esetén vesz fel.

2. feladat: Hatarozzuk meg azt a harom kiilonb6z6 n 1> (n € N, n > 1) alakua tortet, amelyek
n—
Osszege egész szam!

Nemecsko Istvin (Budapest)

2. feladat megoldasa: Legyen a harom tort %5, 45, =

Tudjuk, hogy %5 + ;%5 + 2

z—1

= 3. Mivel a harom keresett tort Gsszege egész,

ezért a zardjelben allo kifejezés is egész. Tovabba akkor a legnagyobb, ha x = 2, y = 3, z = 4, vagyis

1,1,1_1 .
T+§+§—?,tehat
1 n 1 n 1 < 11
x—1 y—-1 z—-1)7~ 6°
Mivel egész, akkor csak 1-gyel lehet egyenls. Igy megoldandé az
LS SR B B
r—1 y—1 z-1)
egyenlet.

1. eset. Ha = 2, akkor 1 + y—il +
2. eset. Ha x = 3, akkor

= 1 egyenlGségnek kell teljesiilnie, de ez nem lehetséges.

z—1

1Jr 1 n 1 71<:>y71+27171
2 y—1 z2-1 (y—1)(z—1) 2°

Keresztbeszorzas és rendezés utan:
yz—3y—32+5=0<= (y—3)(z —3) =4.

Mivel y és z egészek és y < z, ezért csak az y —3 =1 és z — 3 = 4 lehetséges. EbbSl y =4 és 2 =7,
amelyek valéban megoldasok.

3. eset: ha x > 4, akkor a legnagyobb 0sszeg % + i + % = % lehet. De ez kisebb, mint 1, tehat nem
lehetséges.

Kovetkezésképpen a feladatnak csak a 4

3, 3, & tortek tesznek eleget.

3. feladat: Keressiik meg azt a leghosszabb, szigoriian novekvd, egészekbdl 4ll6 mértani sorozatot,
amelynek tagjai a [100,1000] intervallumban vannak!
Szabé Magda (Szabadka)

3. feladat megoldasa: Meg kell keresni azt a legnagyobb n természetes szamot, amelyre teljesiil:
100<c<eqg<eq’ <...<cq™ ' <1000,

ahol ¢ természetes szam, a g pedig 1-nél nagyobb racionélis szdm. Ha a ¢ = £, ahol a és b relativ primek
és a > b, akkor belathat6, hogy a = b+ 1 esetén lesz a sorozat a leghosszabb igy
100 < e < e (H) < e (B)? <. < e (&) < 1000,
ahol b"~!|c. Ha b = 1, akkor
1000 > ¢ (&) = ¢. 2771 > 100 27,
ezért n < 4.



Ha b = 2, akkor
b+1 -1 3 n—1 3 n—1
> —=c- | = > N
1000 c( 5 > c <2> > 100 <2> ,

> 1, mert ¢ > b" !, igy

ezért n < 6.

Ha b > 3, akkor 75

b+1

n—1
: ) > (b+ 1)n—1 > 4n—1,

100020(

ezért n < 5.
Tehat a leghosszabb mértani sorozat 6 tagi és ez a kovetkezs: 128,192,288, 432,648,972, mert ¢ =
128 és q = %

4. feladat: Az (z,),>1 valos szamsorozat teljesiti az
(14 zp)Tpt1 =n,n>1
rekurziot és x1 = 1. Igazoljuk, hogy n > 2 esetén

2
n+1 i n+n—|—2
() ot e

ni

Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat megoldasa: A sorozat els6 néhéany tagja: 1 = 1,29 = é, T3 = g, Ty = %, T =
Vizsgaljuk meg, hogy mi lenne elégséges a masodik egyenl&tlenség 1ndukt1v bizonyitasidhoz. Az indukcids

feltevés az

T
1
0s

n 2
n°+n+2
n+ E xi<f
k=1

egyenlGtlenség lenne és ebbdl kellene belatni az

(n+1)2+(Mn+1)+2
2

n
n+1+xi+1+2$i<
k=1

egyenl&tlenséget. igy elégséges volna belatni, hogy

m+1)24+Mm+1)+2—-n2-—n—-2
2

Lap, <

vagyis z2 11 < n.Mésrészt a rekurzi6 alapjan ezt csak akkor egyszert igazolni, ha als6 becslésiink is van,
pontosabban ha teljesiilne az z,, > y/n — 1 egyenl&tlenség is. n = 1 esetén ez nem teljesiil, de n = 2-re
mar igen, emiatt el6bb megpréobaljuk matematikai indukcié segitségével belatni, hogy

Vn—-1<mz,<+vVn-1, n>2. (1)

n € {2, 3} esetén a kiszdmitott értékek alapjan lathato, hogy az egyenldtlenségek teljesiilnek. Ugyanakkor

ha rogzitett n esetén
Vn—1<z, <+vn-—1,
akkor

n < n <TL
1+vn—1 1l+z, /0

tehét a felss korlat megvan, és az alsdhoz elégséges belédtni, hogy

\/n+171<#.
1++v/n—1




Ez viszont igaz, mert
n

n
= < ,
1+vn+1 14++v/n-1

tehat a matematikai indukci6 elve alapjan (1) igaz.
Az (1) alapjan

vn+1-—1

E—2Vk+1<al<k—1, k>2,
tehat

M—1—2zﬂ:\/%<zn:(k+1—2\/%)<ixi<w.

2 2
k=2 k=2 k=2
A jobb oldali egyenlStlenség alapjan

1 — n%—n+2 n%+n+2
1 — 2<1 - )
+nkz_;$k + 2n 2n

ami a bizonyitandd egyenlGtlenség jobb oldala. A maésik egyenlStlenség igazolasdhoz elégséges lenne
belétni, hogy

= 1
SoVE </t
k=1

és ez igaz a szamtani és négyzetes kozéparanyos kozti egyenl6tlenség alapjan (vagy direkt modon is
igazolhato példaul matematikai indukcioval). igy

nin+1) n+1 n(n+1) - =
e R RO NI

n+1 n+1 1 ,
2 +1<1+5;m,c

ami épp a bizonyitandé egyenlGtlenség.

vagyis

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy négy kiilénb6z8, nemnegativ valés szam koziil kivalaszthato kettd
(z és y), amelyekre
1+ 2y \/g

> 22
V1422 /1+y? 2

dr. Minda Mihdly (Vic)

5. feladat I. megoldasa: Minden a valés szamhoz kolcsondsen egyértelmien hozzarendelhets az
@ (1,a) vektor. Igy az x-hez az 7 (1, 2), az y-hoz pedig az ¥ (1,y) vektorok rendelhetdk.
Legyen a két vektor hajlasszoge . Két vektor skalaris szorzatanak segitségével felirhatd, hogy

T 14+ 2y
cosa = = .
77 Vit V1+y?
Tehat a feladat allitdsa ekvivalens a cosa > @ egyenlGtlenséggel, ahol a a két vektor hajasszogének

mértéke. Az @ (1,a) ,tipusi” vektorok végpontjai az x = 1 egyenes L. siknegyedben 16vS pontjai, valamint,
az abszcisszara esé pontja. Osszuk fel az 1. siknegyedet 3 darab O kézéppontu, 30°-0s szogtartoményra.
A skatulya-elv értelmében a négy vektorbol legalabb ketts ugyanabba a szogtartoményba (vagy annak
hatarvonalara) esik. Igy a két vektor hajlasszogére igaz, hogy a < 30°, azaz cos o > ‘/75 Ugyanakkor az
Oy tengelyre nem illeszkedhet a szerkesztett vektorok koziil egyik sem, tehat nem lehetséges az, hogy a
négy vektor koziil barmely kettd szogének mértéke > 30°. Emiatt az egyenlStlenség szigora.



5. feladat II. megoldasa: Minden = > 0 valds szam esetén létezik ¢ € [0, g) ugy, hogy = = tge.
Ugyanakkor, ha z = tgy és y = tgw, akkor

1+ zy 1+ tge- tgw

V1+$2'\/1+92 coiapcoéw

igy a feladat egyenértéki a kovetkezs allitassal:
Ha 1, @2, 03 és 4 a [0, %) intervallum elemei, akkor létezik i, j € {1,2, 3,4} gy, hogy cos |¢; —¢;| >

= cos |p — w|.

V3
>
Ennek igazolasa érdekében feltételezhetjiik, hogy ¢1 < 2 < w3 < @4, tehédt a @; 11 — p; kiillonbségek

koziil a legkisebb biztosan kisebb, mint &. Ez viszont azt jelenti, hogy
: _ V3
cos min, lpir1 — il > cos§ = 5.

6. feladat: Egy laktanya udvaran 2010 katona magassig szerint 4ll sorban. Egy perc alatt barmelyik
két katona egymaéssal helyet cserélhet (tudnak elég gyorsan futni). Egyszerre tobb helycsere is torténhet,
de egy katona egy perc alatt csak egy helycserében vehet részt. Legfeljebb hany perc sziikséges ahhoz,
hogy névsor szerint alljanak sorba? (A katonak kiilonb6z8 magassaguak, és a neviik is kiilonbozik.)

dr. Kdntor Sdndor (Debrecen)

6. feladat I. megoldasa: Megmutatjuk, hogy 2 perc elegends ahhoz, hogy névsor szerint &ll-
janak sorba. Jelolje a katonakat nagysag szerinti sorrendben Aj, As,..., Asgio. Készitsiik el azt az
irdnyitott grafot, amelynek ezek a cstcsai, és A;-b6l Aj-be akkor vezet nyil (irdnyitott él), ha az
A; katona névsorban a j-edik. Azt mondjuk, hogy az A;,, A,,,...,A;, cstcsok ciklust alkotnak, ha
Ay = Ay — ... = A, — Ay (esetleg B = 1). Nyilvanvalo, hogy grafunk diszjunkt ciklusok unidjara
bomlik. Elegends tehét egy ciklusra igazolni, hogy az elSirt cserék két perc alatt parcserékkel meg-
valésithatok, hiszen a diszjunkt ciklusokban egymastol fiiggetleniil, egyszerre torténhetnek a cserék.

Az A — Ay, — ... — A, — A;, ciklusban az els6 percben az m-edik (m=1,2,..., [21))
helyen all6 A;  katona cseréljen helyet a (k — m)-edik helyen alloval, a masodik percben pedig az m-
edik (m =1,2,..., [%]) helyen &ll6 katona cseréljen helyet a (k —m + 1)-edik helyen alloval. A két csere
végeredményeként az eredetileg az m-edik helyen all6 A, , katona a k—(k—m)+1 = (m+1)-edik helyre
kerill, az A;, pedig az elsG helyre, A;, helyére. Tehat megvaldsult a kivant csere. Hairomtagu ciklusnal a
csere egy lépésben nem valdsithatoé meg, tehat legalabb két perc sziikséges a cseréhez.

6. feladat IT. megoldasa: A katondkat szimozzuk meg a nagysag szerinti sorrendnek megfelelGen
1-t6l 2010-ig és jeldljiik o(z)-vel a névsor szerinti sorrendben elfoglalt helyének sorszamat. igy egy o
permutaciét értelmeztiink, amely diszjunk ciklusok szorzatara bomlik, tehét elégséges a cseréket ciklu-
sokon beliil elvégezni. abrazoljuk a ciklus elemeit egy szabalyos sokszog cstcsaiban (a ciklusban elfoglalt
sorrendnek megfelelGen, trigonometrikus irdnyban) és szamozzuk meg a sokszog cstcsait ugyanazokkal
a szamokkal.

igy kezdetben minden csicsnak a szama talal a cstcsba irt szimmal. A cserék végrehajtasa utén az i
cstcsra a o(i) szam keriil, tehat gyakorlatilag a cserékkel a csicsokba irt szdmoknak a kézéppont koriili



2n sz6gii elforgatasat kell elérni, ahol k a ciklus hossza. Ez viszont két tengelyes tiikrozés dsszetételével

E
is elérhets. A tiikrozések leirasabol az els megoldasban leirt cseréket kapjuk.

Megjegyzés: A mellékelt 4bran a o = é ? g le i ciklus esetén szemléltettiik a cseréket.
Lathato, hogy a permutéicionak transzpozicidkra valo felbontasat kell létrehozni. Az dbranak megfelel§

felbontas:
o=(1,2)-(4,5) (1,3)-(2,4).



