XIX. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny

Szatmdrnémeti, 2010. mdrcius 19-22.

11. osztaly

1. feladat: Hatarozzuk meg az 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 23, 25, ... sorozat 2010.
tagjat, ha a sorozat tagjait ugy képeztiik, hogy az 1-es utan leirtuk az 6t kdvetd 2 paros szamot, majd a
kapott szamot kovets 3 paratlan szamot, az ezutan kapott szamot koévets 4 paros szamot és igy tovabb.

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

1. feladat I. megoldasa: Vegyiik észre, hogy a leirt részsorozatok mindig négyzetszammal végzdd-
nek. Teljes indukcioval belatjuk, hogy ha k2 utan kovetkezd k+ 1 szamot leirjuk az adott szabaly szerint,
akkor (k+1)%-hez jutunk. Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy az elsé leirt szam k241 és azt kivetGen
k darab 2-est kell hozzdadnunk, hogy a ,valtas” bekovetkezzen. Viszont k2 4 1 4 2k = (k + 1)2.

Ha a leirtakat figyelembe vessziik és k-val jeloljik azt a legnagyobb egész szamot, melynek a négyzete a
2010. tag el6tt van a sorozatban, akkor teljesiilnie kell a kovetkezs egyenlGtlenségnek:

k(k+1
1+2+3+...+k:%§2010.

Innen k = 62, ekkor 2 — 1953, Kovetkezésképpen a sorozat 2010. tagjat megkapjuk, ha 622 4+ 1 =
3845-héz hozzéadunk (2010 — 1953 — 1) - 2 = 56 - 2-t, azaz 3845 + 56 - 2 = 3957.

1. feladat II. megoldasa: Szamitsuk ki a sorozat els§ néhany tagjat és figyeljiik az indexek és a
tagok kozti Gsszefiiggést:

1 ]2 4|5 7 9]10 12 14 16| 17
1 | w2 w3 | @ w5 we |7 w8 w9 w10 | A1

A yvaltasok” az 1,3,6,10,15, ... indexeknél kovetkeznek be, hisz a csoportok (a tablazatban fliggsleges
vonallal elvalasztott részek) rendre 1,2,3,4,5,... elemet tartalmaznak. igy az els§ k csoport Gsszesen
14+4243+...+k= @ szamot tartalmaz, vagyis a k-adik csoport utolsé elemének indexe @

Ha a sorozatnak csak az uy = xrwy1) részsorozatat nézziik, akkor a sorozat képzési szabalya alapjan
2
Uk4+1 = Ui + 2k + 1 és ug = 1, tehét

up =1+3+5+...+(2k—1) = k>

k tag

Ugyanakkor 9Z% = 1953 < 2010 < 2016 = 225 tehét x0016 = 632 és ez a 63-adik csoport utolsé tagja.

A csoporton beliil az egymasutani tagok kiilonbsége 2, tehat

2010 = L2016 — 2.6 =3969 — 12 = 3957.

2. feladat: Az zq,29,...,2, nemnegativ valds szamok teljesitik az
it ai 2l 42 29 +3 23 +...+n-x, = 2010

egyenlGséget. Hatarozzuk meg az x1 + 2 + ... + x,, legkisebb lehetséges értékét!
Borbély Jozsef (Tata)

2. feladat I. megoldasa: Mivel az x1,x9, ..., x, szdmok nemnegativak, irhatjuk, hogy

1z +2-290+3-23+...4n-z, <n(z1+z2t+az3+...+2,) &



oI as 4. 22 < (v Faa .. )

tehat, ha 21 + 2o + ...+ 2, = s, akkor 2010 < ns + s2. De az s2 4+ ns — 2010 = 0 egyenlet egyik gyoke
negativ és a méasik pozitiv, tehat az el6bbi egyenl6tlenség alapjan

—n+vn?+4-2010
s> 5 .

Masrészt ezt az értéket el is érhetjiik, ha

—n+vn?2+4-2010

T1=To=...=%,_1=0¢6sx, = 5
tehat az x1 + xo + ... + 2, Osszeg minimuma —2+vn+4:2010 ”’;*4'2010.
2. feladat II. megoldasa: Tekintsiink egy (z1, 22, ..., z,) szam n-est, amely teljesiti a feltételeket.
Ha létezik olyan j < n, amelyre x; # 0, akkor az x; értékét cseréljiik ki O-ra és az x,, értékét u > O-ra
ugy, hogy az (z1,22,...,2j-1,0,2;11,...,u) szdmokra is teljesiiljon a feltétel. Mivel egyszerre csak két

szamot modositunk, az
u2+nu:x?—|—jxj + 22 + nx,
egyenléségnek kell teljesiilnie. Ugyanakkor az u — u? + nu fiiggvény névekvs (mert u > 0) és vilagos,
hogy
(zn +25)* + n(zn + 75) > x? + jzj + 22 + nan,

tehédt x, + x; > u. Ezzel belattuk, hogy a végrehajtott csere sordn az x1 +x2 + ... 4 x, Osszeg csokken.
Mivel legfeljebb (n — 1) cserével mindig eljuthatunk a (0,0, ...,0, z) szamokhoz, ahol

—n+vn?+4-2010
2 b

ezért az r1 + ...+ x, Osszeg legkisebb lehetséges értéke

—n+vn?+4-2010
5 )

3. feladat: Hatarozzuk meg a
V1— 22

T

=3 — 4a2?

egyenlet valés megoldasait! )
Szildgyi Judit és Nagy Ors (Kolozsvdr)

3. feladat I. megoldéasa: Létezési feltételek: z # 0 és 1 — 22 > 0, azaz D = [—1,1] \ {0}.
‘/1;7 = 3 —42? < V1 —22 = 3z — 42°. Mivel a bal oldal pozitiv, ezért a jobb oldalnak is po-
zitivnak kell lennie, azaz 3z — 42® = x(3 — 42?) > 0, ahonnan a létezési feltételeket figyelembe véve
v e [—1,—“75} U (0, @}

Négyzetre emelés és atcsoportositas utédn a

1625 — 242* +102%> —1 =0
egyenlethez jutunk. Bevezetve a t = 22, ¢t > 0 jel6lést, kapjuk, hogy
16t% — 24t* + 10t — 1 = 0.

Eszrevehetd, hogy ¢, = % kielégiti az egyenletet, igy a

<t %) (16t* — 16t +2) =0



alakhoz jutunk, ahonnan t, = 2_4‘/5 és tg = #. Tehét

Vi
2

Ti2=*t—, T34 =

2 y L5,6 =

Rexe:
7}

A létezeési feltételek alapjan

M{@7\/2\/§,\/2+\/§}_

2 2 2
3. feladat II1. megoldasa: A négyzetgyok  létezéséhez  sziikséges,  hogy
x € [—1,1]. igy viszont létezik olyan t € [f%, g} , amelyre x = sint. A tort létezéséhez x #£ 0, tehit

t # 0. Elvégezve az ¢ = sint, t € [f%, %] helyettesitést a cost = sin 3t egyenlethez jutunk. Ez rendre a
kovetkezGképpen alakithato:

cos (g —3t) —cost =0

—92sin (% _ t) sin (% _ 2t) —0,

ahonnan a vizsgalt intervallumban csak a

megoldésok lehetségesek, tehat

A sint = ,/# Osszefiiggés alapjin sin § = ~ 22_‘/5, tehat a megoldashalmazt felirhatjuk

2 2 2

M:{Q’ \/2\/5’_\/2“/5}

alakban is.

4. feladat: Az ABCD konvex négyszogben jeldlje o a dy és dy hossziusagi AC, illetve BD 4tlo
altal kozrezart szog mértékét. Mutassuk ki, hogy ABC D akkor és csakis akkor négyzet, ha

(dy sin Asin C' + dg sin Bsin D) - sina = 4/ 2(d3 + d3).

Longdver Lajos (Nagybdnya)

4. feladat I. megoldasa: A szinuszok majoralasat, illetve a szamtani és négyzetes kozéparanyos
kozotti egyenlStlenséget alkalmazzuk:

(dysin Asin C' + dg sin Bsin D) - sina <

< dysinAsinC + dysin Bsin D <

|d} + d3
<dy+dy <2 %: 2(d? + d3).

EgyenlGséget pontosan akkor kapunk, ha
sinA=sinB=sinC =sinD =sina=1

és di = do. Az ABCD szbgei pontosan akkor derékszogek, ha ABCD téglalap, és egy téglalap atloi
pontosan akkor mergGlegesek egymésra, ha az négyzet, tehat a bizonyitas teljes.



4. feladat II. megoldasa: A Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenlGtlenség alapjin
(dy sin Asin C' + dy sin Bsin D)? <
< (di 4 d3) (sin® Asin® C + sin® Bsin® D) < 2 (d} + d3)

tehat a sina < 1 egyenl6tlenség alapjan kovetkezik, hogy

(dysin AsinC' + dg sin Bsin D) - sina < 4/ 2(d3 + d3).

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha
sinA=sinB=sinC =sinD =sina=1

és a Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenl6tlenségben is egyenldség van. A szogek alapjan kovetkezik,
hogy a négyszog olyan téglalap, amelyben az atlok mer6legesek, vagyis négyzet. Ebben az esetben a
Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenlétlenséghben is teljesiil az egyenldség.

Megjegyzés: A két megoldas gyakorlatilag nem sokban kiilonbozik, de ha altaldnositani probaljuk a
feladatot a megoldasbol kiindulva, akkor kiilonb6z6 tulajdonsdgokhoz juthatunk a két megoldés alapjan.

5. feladat: Adjuk meg az Osszes olyan haromszoget, amelyben mindharom oldal hossza (méterben
kifejezve) primszam és a teriilet mér@szama (négyzetméterben) egész szam!
Mészdros Alpdr Richdrd (Kolozsvdr)

5. feladat megoldasa: A megoldas soran a szokésos jeloléseket hasznaljuk. A Heron-képlet alapjan
16T* = (a+b+c)(—a+b+c)a—b+ec)at+b—rc).

Ha mindhérom oldal hossza legaldbb 3 lenne, akkor a jobb oldal paratlan és a bal oldal paros volna.
Ez viszont ellentmondés, tehat a haromszognek legalabb az egyik oldala 2. A haromszig-egyenlGtlenség
alapjan csak a 2,2,2 vagy 2, 2,3 illetve 2, p, p oldalhosszakkal rendelkezé haromszogeket kell megvizs-
galni, ahol p primszam. Az els§ kettd teriilete irracionalis, mig a harmadik esetben a T2 = p? — 1
egyenlgséghez jutunk, ahonnan (p — T)(p+T) =1 és ez csak T = 0, p = 1 esetén teljesiilne, ami nem
felel meg. Tehat nem létezik olyan haromszog, amelynek minden oldala primszam és a teriilete egész
szam.

Megjegyzés: Igazolhato az is, hogy ha egy hiromszég minden oldalanak hossza primszam, akkor
a teriilet irracionélis, pontosabban, ha minden oldal hossza péaratlan, akkor a teriilet irracionalis. A
Heron-képlet alapjan, ha T racionalis, akkor T irreducibilis alakjaban a nevezd csak 1,2 vagy 4 lehet.
Feltételezhetjiik, hogy mindharom oldal hossza legaldbb 3, mivel azoknak a haromszégeknek, amelyeknek
legalabb egy oldala 2 hosszisagi (és a masik kett6 prim), a teriiletét mar megvizsgaltuk. Ha a nevezd
1 vagy 2, akkor a jobb oldal pératlan és a bal oldal paros, tehat egyenléség nem teljesiilhet. Ha T' = 7,
u € N, és u paratlan, akkor az

u?=(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)=4b*c? — (b® +c* —a?)?

egyenlethez jutunk, ahonnan
4% = u? + (b* + 2 — a?)%

Ez az egyenl6ség nem teljesiilhet, mert két paratlan négyzetszam Gsszege 8 M +2 alaki és ez nem oszthato
4-gyel.



6. feladat: Jelolje ax a k pozitiv egész szam legnagyobb paratlan oszt6jat.
a) Igazoljuk, hogy
{G/Qk,agk+1, . ,a2k+171} = {1,3’5, o 2k+1 _ 1} ]

2" —1
b) Igazoljuk, hogy Z ay =
k=1

4 —1
5

Ddvid Géza (Székelyudvarhely)
6. feladat I. megoldasa: a) Ha minden k € N esetén

Ak = {a2k,a2k+1, ...,a2k+1,1},

akkor Ay = {1} és A; = {as,a3} = {1,3}. A bizonyitdsban matematikai indukciét hasznalunk, tehat
feltételezziik, hogy
A1 =1{1,3,5,...,2" —1}.

Vil4dgos, hogy ha k pératlan, akkor ay = k, mig k = 2v esetén ax = a,. Ez alapjan irhatjuk, hogy
Ay = {agk, agkq1, . Ggr1_1 } =
= {agr, agr 9, ..y agrtr o} U{age g1,y agri 1} =
= {agk-1,a9k-141, ... Aok _1 } U {2k +1,..., 2k — 1} =
=AU {2F 41,28 1) =
={1,3,5,..,2"1 —1}.
b) Az A,_1 elemeinek Gsszege

T+34...+@2"—1)= (2" 12 =41

on 1
tehat az S, = > ay sorozat teljesiti az Sy,+1 = S, + 4™ rekurziot. Ez alapjan
k=1
4m —1
Sp=1+4+4>+.. . +4" 1 = —

6. feladat II. megoldasa: a) Jelolje H; a bizonyitandé egyenl@ség bal oldalan megjelens halmazt
és Hs a jobb oldalon megjelené halmazt. Vilagos, hogy Hy C Hs és H; pontosan akkor tartalmaz

(2k+1 _ 1) o (2k o 1) _ 2k

elemet, ha az age, ageyq, ..., aor+1_1 szamok paronként kiilonbdznek. Masrészt, ha az x > y szamok leg-
nagyobb paratlan
osztdja ugyanaz, akkor létezik olyan v € N* amelyre z = 2V - y. Ez viszont nem lehetséges, ha

2F < gy < 2Rt — 1) mivel 2F < y < 21 — 1 esetén 2y > 2FF1. gy a két halmaz egyenls, mivel
ugyanannyi elemet tartalmaznak és Hy C Hs.

S =S ( z) -5 (z (2 - 1)) -

k=1 k=0 i=2Fk k=0 \j=1

_n b 2_” w1 4" -1
Sy ey e -t

1 k=1

Megjegyzések: 2F és 21 — 1 kozt a szamokat osztalyozhatjuk aszerint, hogy 2-nek milyen
hatvanyaval oszthatok. Ha a 2 kitevGje szerint csokkend sorrendbe rendezziik és az azonos Kitevs esetén



novekvs sorrendbe, akkor gyakorlatilag a legnagyobb paratlan oszté szerinti névekvs sorrendet kapjuk.
Példaul 32-t61 63-ig a szamokat a kovetkezSképpen osztalyozhatjuk:

32-vel oszthatok: 32 =32 -1,

16-tal oszthatok: 48 = 16 - 3,

8-cal oszthaték: 40 =8-5, 56 =8 - 7,

4-gyel oszthatok: 36 =4-9,44=4-11,52=4-13,60=4-15

2-vel oszthatok: 34 =2-17,38=2-19,42=2-21,46=2-23,50=2-25,54=2-27,58 =229,
62=2-31

és végiil a 2-vel nem oszthatok:

33,35, 37, 39,41, 43, 45,47, ..., 61, 63.

Lathato, hogy ezaltal 32-t6] 63-ig a természetes szamokat a legnagyobb pératlan osztéik szerinti névekvs
sorrendbe rendeztiik.

A 2k &g 2k +1 1 kozitti természetes szamok 2-es szamrendszerbeli reprezentécidja (k+ 1) szamjegyet
tartalmaz, és egy szambol a legnagyobb paratlan osztét tgy kapjuk meg, hogy elhagyjuk a végérdl a
0-kat. Emiatt nyilvanvalé a H; = Hy egyenlGség.



