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Szatmdrnémeti, 2010. mdrcius 19-22.

10. osztaly

1. feladat: Legalabb hény szeget kell beiitni az alabbi faracs racspontjaiba ahhoz, hogy biztosan
legyen koztiik 4 szeg, amely egy téglalapot feszit ki?

Nagy Ors (Kolozsvdr)

1. feladat megoldasa: Tételezziik fel, hogy a lehetd legtdbb szeget beiitottiik a racspontokba
anélkiil, hogy azok valamilyen téglalapot feszitenének ki. Jeloljiik m-mel az egy fligg6leges (lasd a mel-
lékelt abrat) racsegyenesre illeszkeds szegek maximaélis szamét.

Ha m = 5, akkor 12 fligg6leges racsegyenes csak egy-egy szeget tartalmazhat, kiilonben keletkezne
olyan téglalap, amelynek oldalai pArhuzamosak a racsegyenesekkel és a csiicsaiban van egy-egy szeg. igy
m = 5 esetén 18 szeg mar biztositana a téglalap keletkezését.

Ha m = 4, akkor tovabbi 4 fligg6leges racsegyenes tartalmazhat 2 — 2 szeget és a tobbi legfeljebb
1-et (kiilonben ismét keletkezne olyan téglalap, amelynek oldalai a racsegyenesekkel parhuzamosak). igy
ebben az esetben 21 szeg biztositané a téglalap keletkezését.

Ha m = 3, akkor két esetet kell megvizsgalni aszerint, hogy héany fiiggsleges racsegyenes tartalmaz
3 szeget. Ha két ilyen racsegyenes is van, akkor csak tovabbi 4 fiigg6leges racsegyenes tartalmazhat 2
szeget és az Osszes tObbi legfeljebb 1-et (kiilonben ismét keletkezne olyan téglalap, amelynek oldalai a
racsegyenesekkel parhuzamosak). Ebben az esetben 22 szeg esetén mér megjelenne legalabb egy téglalap.
Ha csak egy fliggsleges racsegyenes tartalmaz 3 szeget, akkor tovabbi 7 fiiggéleges racsegyenes tartal-
mazhat 2 — 2 szeget és az Osszes tobbi legfeljebb 1-et. Ebben az esetben 23 szeg esetén megjelenne olyan
téglalap, amelynek oldalai paArhuzamosak a racsegyenesekkel.

Ha m = 2, akkor mivel az 5 vizszintes egyenesbgl 10 féleképpen valaszthatunk ki kett6t, ezért
10 fliggtleges racsegyenesen lehet 2 — 2 pont és a tobbin 1 — 1. Ez 6sszesen 23 pont, tehat itt csak 24
pont esetén jelenne meg olyan téglalap, amelynek oldalai parhuzamosak a racsegyenesekkel. Ugyanakkor
természetes, hogy maés téglalapok is keletkezhetnek, tehat ahhoz, hogy a megoldés teljes legyen kell egy
olyan elhelyezést talalni a 23 szegre, amikor semmilyen téglalapot nem feszitenek ki (tehat nemcsak olyat
nem, amelynek az oldalai a racsegyenesekkel parhuzamosak). Egy ilyen elhelyezés lathaté a mellékelt

4bran.
Tt

Ha m = 1, akkor vilagos, hogy legfeljebb 13 szeg lenne a faracson, tehat a feladatban megfogalmazott
kérdésre a valasz 24.

2. feladat: Hatarozzuk meg azokat az x,y € N szamokat, amelyekre
xy(x —y) = 13z + 15y.

Kacso Ferenc (Marosvdsdrhely)



2. feladat I. megoldasa: A (0,0) megoldasa az egyenletnek és ha x,y koziil az egyik nulla, akkor
a masik is nulla, tehat a tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy x # 0 # y. Két esetet targyalunk aszerint,
hogy y oszthat6 13-mal vagy sem.

1. eset. Ha y oszthat6 13-mal, akkor létezik a € N tgy, hogy y = 13a, tehit z = a(2? — 13ax — 15).
Ez csak akkor lehetséges ha a|z, vagyis létezik b € N gy, hogy = = ab. Visszahelyettesités utan a

15 = b(a®b — 13a® — 1)

egyenlséghez jutunk és innen kovetkezik, hogy b|15, ezért b € {1, 3, 5, 15}. A négy eset kiprobalasa
utédn csak b = 15 esetén kapunk a-nak is természetes értéket, tehat z = 15 és y = 13.
2. eset. Ha y nem oszthato 13-mal, akkor

132 = y(2* — 2y — 15)

alakba irhato, és mivel y relativ prim a 13-mal, az x oszthato kell legyen az y-nal. igy létezik k € N gy,
hogy x = ky és ezt visszahelyettesitve a 15 = k(ky? — y? — 13) egyenlethez jutunk, ahonnan k|15, tehét
ke {1, 3, 5, 15}. Innen a megoldasok =9, y=3; =10, y=2; . =15, y = 1.

Osszesitve, az egyenletnek a kovetkezd megoldasai lehetségesek:

M = {(Oﬂ 0)7 (15, 13)7 (gﬂ 3)7 (10, 2)7 (15, 1)}

2. feladat IT. megoldasa: Az egyenlet alapjan x|15y és y|13z. Ha d az x és y legnagyobb kozos
osztoja és d = 1, akkor y € {1,13}. y = 1 esetén x = 15 és y = 13 esetén szintén az x = 15 megoldéashoz
jutunk. Ha d > 1, akkor létezik olyan z1,y; € N, amelyre x; és y; relativ primek valamint x = dz; és
y = dy1, tehat az egyenlet

d2$1y1(l‘1 — yl) = 13z + 15y;

alakban irhat6. Ez alapjan y1/13, tehat y; € {1,13}.
y1 = 1 esetén az
z1 (d*(z1 — 1) —13) =15

egyenlethez jutunk, ahonnan x; € {1,3,5,15}. Az 21 = 1 eset nem felel meg és a tobbi esetbdl rendre a
d=3,d=2,illetve d = 1 értékekhez jutunk.
y; = 13 esetén az
zy (dP* (1 —13) —1) =15

egyenlethez jutunk, ahonnan x; > 14 és x1|15, tehat csak az 1 = 15 esetet szlikséges vizsgélni. Ebben
az esetben d = 1, tehat nem jutunk tjabb megoldashoz. 6sszesitve
M = {(0,0), (15,13),(9,3),(10,2), (15,1)}.

3. feladat: Adott a sikon négy pont ugy, hogy koziiliilk semelyik harom sincs egy egyenesen.
Kiszineztiik a négy pontot négy szinnel: pirossal, kékkel, zolddel, és sargaval. Ezutan kiszineztiik a
pontok altal meghatarozott szakaszokat is tgy, hogy azok szine megegyezett valamelyik végpontjuk
szinével, és kozben mind a négy szint Gjra felhasznéltuk. Igaz-e, hogy mindig van olyan pont, hogy

(1) vagy a beldle kiindulé szakaszok koziil,

(2) vagy a masik harom pont kozti szakaszok koziil
az egyik piros, a masik kék, a harmadik z6ld?

dr. Kdntor Sindorné (Debrecen)

3. feladat megoldasa: Tekintsiik a piros, kék és zold pontokat. Ha az ezek altal meghatarozott
hirom szakasz piros, kék, illetve zold szinti, akkor a feladat mésodik allitasa igaz a sarga pontra. Vizs-
galjuk azokat az eseteket, amelyekre nem teljesiil a (2) allitds a sarga pontra. Mivel minden szakasz
szine megegyezik valamelyik végpontjanak a szinével, ez csak tgy lehet, ha a piros, kék és zdld pontok
altal meghatéarozott 3 szakasz koziil 2 azonos szint. Mivel a szinek szerepe azonos, feltehetjiik, hogy a
3 szakasz koziil 2 piros, 1 pedig kék szint. Tekintsiik ezutan a z6ld pontot. Mivel minden pontbdl indul
sajat szind szakasz (hisz a szinezés soran mind a 4 szint felhasznaljuk), ezért a zold pontbél indul ki



z0ld szakasz. Ezek szerint a z0ld pontban egy piros, egy kék és egy zold szakasz talalkozik, tehét a zold
pontra az (1) allitas igaz.

4. feladat: Mennyi azoknak a pozitiv egészeknek az 6sszege, amelyek 2010-nél nem nagyobbak, és
szamjegyeik Osszege péaratlan?
Fejér Szaboles (Miskolc)

4. feladat megoldasa: Jelolje S(n) az n szam szamjegyeinek Osszegét! Legyen n < 1000. Ekkor
két fontos allitast fogalmazhatunk meg.

1) Ha S(n) paros, akkor S(999 — n) paratlan (a kivonasnal sehol sincs atvitel).

2) Ha S(n) paros, akkor S(1000 + n) paratlan.

Tehat az els6 allitas miatt a H = {0, 1,...,999} halmaz elemei koziil pontosan 500 paros Osszeg,
500 paratlan. A méasodik allitas miatt a H halmaz paros 6sszegii szamaihoz 1000-t adva kapunk paratlan
Osszegli szamot (szintén 500-at), ezek lesznek a K = {1000, 1001,...,1999} halmaz paratlan Osszegi
szamai. A kivant osszeget 2000-ig, ugy kapjuk, hogy a H halmaz elemeinek Osszegéhez hozzdadunk
500 - 1000-t. A keresett 0sszeg tehét

1000 - 999

5 + 500 - 1000 + 2001 + 2003 + 2005 + 2007 + 2009 + 2010,

vagyis 1011535.

5. feladat: Legyen hat, nem feltétleniil egyforma sugard, kor egy sikban. Igazoljuk, hogy ha a hat
kornek van kozos belsé pontja, akkor az egyik kor kozéppontja egy masik belsejében van.
Matyds Mdtyds (Brassd)

5. feladat megoldasa: Legyen P egy pont, amelyik mind a hat kor belsejében megtalalhato. Az
egyik tetszGlegesen valasztott kortsl elindulva, és az éramutatd jarasaval ellentétes iranyba haladva P
koriil, jelolje CI(O“ Rl), 1 <i <6 a koroket. Ekkor

m(OTP\OQ) + m(Oﬁg) +...+ m(O?P\OG) + m(Oﬁl) = 27.

Ha mind a hat fenti sz6g mértéke megegyezik %—mal akkor az O;PO;4+1, 1 <i <6 (O7 = O1) harom-
szogekben
OiOH—l < maX{POi, POH_l} < maX{Ri, Ri—i—l}-

Ha R; < R;t1, akkor az O; pont a C;11(0;41, Ri+1) kor belsejében talalhato, kiilonben az O;11 pont
talalhato a C;(O;, R;) kor belsejében.

Ha nem mind a hat szog mértéke %, akkor létezik 1 < 7 < 6 ugy, hogy m(OﬁO\iH) < Z. Az
0;0;11 P haromszogben teljesiil, hogy

m(OﬁO\iH) < max{m(PO/iO\iH), m(PO/i:Oi)}

Mivel a hiromszogben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal fekszik, ezért az O;0;41 P harom-
szogben teljesiil, hogy
OiOH—l < maX{POZ-, P0i+1}-

Ugyanakkor a P pont a C;(O;, R;) és a C;j1+1(O;+1, Ri+1) korok belsejében talalhato, tehat PO; < R; és
POi+1 < Ri+1. igy
OiOiJrl < maX{Ri, Ri+1}.

Ha R; < R;t1, akkor az O; pont a C;11(0;41, Ri+1) kor belsejében talalhato, kiilonben az O;11 pont
talalhato a C;(O;, R;) kor belsejében.

6. feladat: Adott az ABC héaromszog, amelyben AB = AC és BAC< = 20°. Az AC oldalon
felvessziik a D és E pontokat ugy, hogy AD = BC és BE az ABC< szogfelezGje. Legyen I és K a BD,
illetve DFE szakasz felezGpontja. Bizonyitsuk be, hogy az EF KA egyenls oldali.

Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)



6. feladat I. megoldasa: Segédszerkesztést — végzilink:  megszerkesztjiik — az
ABC héaromszoggel kongruens (egybevagd) LDA haromszoget (L és B az AC egyeneshez viszonyitva
ugyanabban a félsikban helyezkednek el).

Az ABC és LD A egyenl§ szart haromszogekben

AB=AC=LA=LD,

az alapokon fekvs szogek 80°-osak. AL = AB és m(m) = 80° —20° = 60°, innen kdvetkezik, hogy az
ALBp egyenl6 oldalua, tehat LA = LB = LD és m(DLB) = 60° — 20° = 40°.
A

Az LBD egyenls szart haromszogben az alapon fekvs szogek m(@) = m(@) = 70°, ahonnan
kovetkezik, hogy
m(BDC) = 180° — (80° + 70°) = 30°

és m(ABD) = 70° — 60° = 10°, fgy m(DBE) = 8% — 10° = 30°.
Tehat EBD egyenlS szaru haromszog és a BD alap felezGpontja F, igy EF mersleges a BD-re,
ahonnan kovetkezik, hogy FK az EFD derékszogti haromszogben oldalfelezd (sulyvonal), tehat FK =

KE és m(@) = 90° — 30° = 60° vagyis EF K egyenld oldali haromszog.

6. feladat I1. megoldasa: Gondolkodjunk visszafele: Mire lenne sziikség ahhoz, hogy EF K egyen-
16 oldala legyen? Mivel BE felezi az ABC szoget, ezért m(E/BTJ') = 40°, tehat m(ﬁE\C) = 60° és igy
az FEK mértéke pontosan akkor lenne 60°, amikor F'E szogfelez6 is a DEB haromszogben. Mivel F
a BD felez6pontja, ez pontosan akkor teljesiil, ha a BED haromszog egyenl$ szari. Ehhez elégséges
beléatni, hogy a DBE mértéke 30° vagy az ABD mértéke 10°. Tehat a feladat visszavezetGdik a kivetkezs
tulajdonsagra:

Tekintjiik az ABC haromszoget, amelyben AB = AC és
m(m) = 20°. Az AC oldalon felvessziik a D pontot. Igazoljuk, hogy az AD = BC egyenlGség
pontosan akkor teljesiil, ha m(@) = 10°.

Amiatt, hogy a D pont egyértelmiien szerkeszthets az AD = BC egyenlGség alapjan is és a m(@) =
10° egyenlGség alapjan is, elégséges igazolni, hogy ha m(@) = 10°, akkor AD = BC. Ez belathato a
szinusztétel segitségével, hisz az ABD héromszogben AD = AB Z;E ;82. Masrész BTC = ABsin 10°, tehat
AD = BC.

Megjegyzés: Az AD = BC egyenlGség belathato csak kongruencia segitségével, ha megszerkesztjiik
az A-bol a BD-re és a BC-re hizott merdlegeseket.

6. feladat III. megoldasa: Az ABC haromszdg tekinthetd egy szabalyos 18 oldala sokszog
részének, amint a mellékelt abra mutatja (A a sokszog koré irt kor kozéppontja, B és C két egymés mel-
letti cstics). Ha ebben a sokszogben meghtizzuk az X1 Xo atlot és az AX5 szakaszt, akkor AX5 1 X1 Xo
(mert X5X; = X5Xg). Ugyanakkor az X;Xo és XoXj; atlok szoge 30°-0s, tehat ha
{D} = X1 X9 N X2X11 s {M} = AX5 N X1 X, akkor az ADM derékszogt haromszégben AM = ATD.
Maésrészt az X1 X9X19 haromszogben AM kozépvonal, tehdt AM = % Ez alapjan AD = X9 X9 =



X1Xo = BC, tehat az X2X11 és X1 X9 atlok metszéspontja megegyezik a feladatban (az AD = BC
feltétel alapjan) megszerkesztett D ponttal. igy vilagos, hogy m(DBE) = m(EDB) = 30°, és ez alapjan
kovetkezik, hogy az EF K haromszog egyenld oldala.

6. feladat IV. megoldasa: Szerkessziik meg az M  pontot 1dgy, hogy
m(]\m) = 80° és MB = AB (M és C az AB-hez viszonyitva ugyanabban a félsikban van). A sz-
erkesztés alapjan a BAM haromszog egybevagd az ABC haromszoggel, tehat M A = BC. A szerkesztés
alapjan m(]\m) = 60°, tehat az M AD haromszog egyenls oldala. igy D és B az M A oldalfelezs
merGlegesén van, tehat a BAM egyenl szart haromszogben BD az ABM sz6g szogfelezéje. Ez alapjan
m(A/BB) = 10°, tehat m(B/D\E) = m(@) = 30° és ebbdl kovetkezik, hogy EF KA egyenl6 oldali.

Megjegyzések: A jobb oldali dbran lathato, hogy a negyedik megoldas alapéitlete ugyanaz, mint




a harmadik megoldas alapétlete, pontosabban a szabélyos 18 oldala sokszogbe valé bedgyazas. A két
bedgyazas a sokszognek a haromszoghoz viszonyitott helyzetében kiilonbozik.

A miésodik megoldasban, ha nem a forditott iranyt vizsgaljuk, hanem az AD = BC feltétel alapjan
szeretnénk meghatarozni a ABD sz0g mértékét, akkor az o = m(ABD) jeloléssel a

sin «v sin 10°

sin(a +20°)  sin 30°

egyenlethez jutunk (az ABDa és az eredeti haromszogben felirt szinusztétel alapjan). Szarmaztatassal
a tga = tg10° egyenldséget kapjuk, ahonnan o = 10°.



