XIX. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny

Szatmdrnémeti, 2010. mdrcius 19-22.

9. osztaly

1. feladat: Mennyi a kovetkezs tort értéke?
2010201020102011 - 4020402040204021 — 2010201020102010
2010201020102010 - 4020402040204021 + 2010201020102011
dr. Katz Sdindor (Bonyhdd)

1. feladat megoldasa: Lathato, hogy a tortkifejezésben szerepld szamok a 2010201020102010, az
ennél eggyel nagyobb és a kétszeresénél eggyel nagyobb szam. Jeloljiik ezért a 2010201020102010 szamot

n-nel. Ekkor a tort:
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Megjegyzés: Ha a 2010201020102011 szamot jeloljik m-mel, akkor a
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tortet kapjuk és ha a 4020402040204021 szamot jeldljiik p-vel, akkor a
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torthoéz jutunk. Minden esetben a tortben megjelend szamok kozti Osszefiiggések észrevétele a lényeges.

2. feladat: Meseorszagban fityinggel és fabatkaval lehet vasarolni, ahol 1 fitying 2010 fabatkat ér.
Fajankoé és Vasgyuro 6sszehasonlitjak megtakaritott pénziiket. Mindketten megszamoljék fityingjeiket és
fabatkaikat, majd megallapitjak, hogy egyikiiknek sincs 2010-nél t6bb fityingje, és hogy Vasgyuro vagyo-
na 1003 fabatkaval tobb, mint Fajank6 vagyonanak kétszerese. Fajankénak annyi fityingje van, ahany
fabatkaja van Vasgyurénak, és annyi fabatkaja, ahany fityingje van Vasgyurénak. Mennyi megtakaritott
pénze van Fajankonak?

dr. Péics Hajnalka (Szabadka)

2. feladat megoldasa: Legyen Fajankénak x fityingje és y fabatkaja. Ekkor Vasgyarénak y fityingje
és = fabatkaja van. A megadott feltétel szerint ekkor

2010y + 2 — 1003 = 2(2010z + y),

ahonnan rendezés utan 2008(y — 2x) = 3z + 1003 adodik. Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset. Ha y — 2z = 1, akkor 3z 4+ 1003 = 2008, ahonnan = = 335 és y = 671.

2. eset. Ha y — 22 > 2, akkor 3z + 1003 > 2 - 2008 = 4016, azaz x > 2013, Ekkor y > 2 + 2z >
242393 > 2010, ami ellentmondast jelent a feltételekkel.

Tehat Fajankonak 335 fityingje és 671 fabatkaja van.
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3. feladat: Oldjuk meg az — — — + — = + — — 1 egyenletet, ha z, y, z egész szamok!
x

y :C_y Yz
Biré Bdlint (Eger)



3. feladat I. megoldasa: Nyilvanvalo, hogy az z, y, z egész szamok egyike sem lehet 0. Szorozzuk
be az egyenletet az xyz # 0 kifejezéssel! Ekkor elGszor az yz —xz +xy = z+x — xyz, majd O-ra rendezve
az

yz—z+azyz—zz+axy—x =0

egyenletet kapjuk. A bal oldalon (y — 1) kiemelhets és igy az
(y—D(z+zz+2)=0

egyenlethez jutunk.

1. eset. Ha y — 1 =0, akkor y = 1 és a z + zz + x kifejezés értéke tetszéleges egész szam lehet, tehat
x és z értékének is tetszGleges, 0-t6l kiillonbo6zs egész szamot valaszthatunk.

2. eset. Ha z + xz + x = 0, akkor

z4+zz+ae+1l=(z+1)(z+1) =

Mivel x és y egész szamok, ezért t +1=1ész+1=1vagyax+1=—1és z+1 = —1. Az elsG esethen
x = z = 0 adddik és ez nem lehetséges. A masodik esetben x = z = —2 és visszahelyettesitve az eredeti
egyenletbe lathato, hogy tetszbleges y # 0 esetén teljesiil az egyenlGség, tehat a feladat megoldésainak
halmaza

M=A{(z,1,2)|z,z € Z*} U{(-2,y,-2)|ly e Z"}.

3. feladat II. megoldasa: A tagok csoportositasaval az
1<11)+1 (11) + (11> ~0
x Y z Y Y
1 1 1
(1_> <—+—+1> ~0
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egyenlethez jutunk, tehat az

egyenletet kell megoldanunk. Ha y = 1, akkor = es z tetszoleges lehet, kiilonben az = + = =1 egyen-
16ségnek kell teljesiilnie. |z > 2 és |2| > 2 esetén L + 1 < 1. Ugyanakkor ha |z| =1 vagy |z| =1, akkor
ellentmondashoz jutunk, tehat csak a |x| = 2 esetet kell megvizsgalni. Ebben az esetben az v = 2z = —2

megoldashoz jutunk, tehat

M={(z,1,2)|x,z € Z"} U{(-2,y,-2)|ly € Z"}.

4. feladat: A dubai Burj Khalifa felhskarcolé 160 emeletes. Induljon el egy lift a foldszintrél, és
tételezziik fel, hogy utja soran minden emeleten pontosan egyszer all meg. Mennyi az a leghosszabb tt,
amit, ekdzben megtehet, ha két szomszédos emelet kozti tavolsag 4 méter?

Fejér Szaboles (Miskolc)

4. feladat I. megoldasa: Vizsgaljuk meg példaul, hogy legfeljebb hanyszor teheti meg a [20, 21]
emeleti intervallumot! Ha a lift felfelé mozog, akkor a ,START” allomés lehet a 0,1,...,20 sorszamu
emelet, a ,CEL” pedig a 21,22,...,160. Mivel minden emeleten pontosan egyszer allhat meg, ezért
legfeljebb 21-szer mehet 4t ezen a szakaszon tgy, hogy felfele halad. Ha lefelé mozog, akkor a ,START”
allomas a 21,22,...,160 emeletek, a ,CEL” pedig az 1,2,...,20 emelet, igy lefelé legfeljebb 20-szor
haladhat 4t. Ez 6sszesen maximum 41 eset. A [79,80] intervallumon felfelé a ,START” lehet 0,1,...,79
(ez 80 eset), a ,,CEL” pedig 80,81, ..., 160 (81 eset), ezért legfeljebb 80-szor haladhat 4t ezen a szakaszon.
Lefelé a ,START” ugyancsak 81, a ,,CEL” pedig 79, igy sszesen legfeljebb 80+79-szer mehet 4t. Ha egy
emelettel feljebb megyiink, a [80,81] szakaszra, akkor felfelé ,START” 81 féle, ,CEL” 80 féle, tehat
maximum 80-szor mehet at felfelé menetben. Lefelé ,START” 80 féle, ,,CEL” 80 féle, tehat Gsszesen
legfeljebb 80+ 80 féleképpen mehet at ezen a szakaszon. Minden e fol6tti szintre igaz, hogy az intervallum
folott kevesebb megalld van, igy ez hatarozza meg a lehetséges maximélis esetek szamaét.



Osszefoglalva tehat az [i — 1,4] szintek kozott a lift legfeljebb 2i — 1-szer mehet 4t, ha 1 <4 < 80, és
2(161 — 4)-szer, ha 81 < i < 161. igy a lehetS leghosszabb 1t nem haladhatja meg a

414+3+...4+159+ 160+ 158+ ... +2)

métert, vagyis a 2169161 — 51520 métert.
Masrészt ez létre is johet, ha a megéllok sorban 0,160, 1,159, 2,158, ...,79,81, 80.

4. feladat IT. megoldasa: Jelolje x; az i-edik megéllonak megfelels emelet szamat. Két egymas-
utani megallo kozti tavolsag 4|x; — xi41|. Masrészt

|@i — Tip1] + |Big1 — Tite| = |20 — Tito]

ha az (i + 1)-edik megallonal a lift nem valtoztat irdnyt. Ez azt mutatja, hogy x; < ;41 < ;42 vagy
x; > Xip1 > Tip2 esetén novelhetd az utvonal hossza, ha az (i + 1)-edik megallot méshova tennénk a
megallok sorozatédban. igy a leghosszabb utvonal esetén (ami létezik, mivel véges sok kiilénb6z6 utvonal
van) az

S = 4(|£L‘1 - 1'2| + |£L'2 - $3| + ...+ |SC160 — 1'161|)

kifejezésben a moduluszok felbontésa utan az x;, 2 < i < 160 szamok kétszerese jelenik meg pozitiv vagy
negativ elGjellel és kifejtésben szerepld egyiitthatok sszege 0 (pozitiv el§jeld 80 darab van, mindegyik
+2 egylitthatoval, mig negativ 81 darab van, ebbdl 79 egyiitthatoja —2 és 2 egytitthatdja —1). Ez akkor
a legnagyobb, ha a nagy szamok jelennek meg pozitiv elGjellel és a kicsik negativ elGjellel. Pontosabban
akkor a lehet6 legnagyobb, ha a 81,82, ..., 160 szamok vannak pozitiv elGjellel és a 0,1,2, ..., 80 szdmok
negativ elGjellel. Ez el is érhet6 ha a megallokat ugy rakjuk sorba, hogy barmely két egymasutani megalld
kozt haladjon at a 80-as szinten. Ebben az esetben ugyanis a moduluszok felbontdsa utan a 80-nél
nagyobbak mind porzitiv elGjeldek lesznek és a 80-nal nem nagyobbak mind negativ elGjeldek.

Megjegyzés: A méasodik megoldas mutatja, hogy nemcsak az elsé megoldasban megadott sorrend
esetén jon ki a leghosszabb ttvonal, hanem sok mas esetben is.

5. feladat: Az ABC haromszog AC és BC oldalan felvessziik a C-hez, illetve B-hez kozelebb es§ N
és M harmadolépontot, valamint az AB oldal P felez6pontjit, majd az eredeti haromszoget kitoroljik.
Szerkessziik vissza az M, N és P pont alapjan az eredeti haromszoget!

Kovdcs Lajos (Székelyudvarhely)

5. feladat I. megoldasa: Képzeljiik el, hogy a haromszog a mellékelt abran lathato végtelen racs
része. igy, ha @ az N szimmetrikusa az M-re nézve, akkor a PQ egyenes egybeesik az AB egyenessel, és
B a PQ-t 6t egyenld részre oszt6 pontok koziil a masodik (a @Q-t6l kezdve). Ez viszont megszerkeszthetd
és a szerkesztés a kovetkez6 lépésekre bonthato:

o megszerkesztjiik az N-nek az M-re vonatkozé Q) szimmetrikusét;

o megszerkesztjiik a P(Q) szakasznak azt a B pontjat, amelyre QB = %PQ;

a QP meghosszabbitasan felmérjiik a PA = PB szakaszt;

e a BM és AN egyenesek metszéspontja a C' pont.



5. feladat II. megoldasa: Ha a megfelel§ kisbettiikkel jel6ljiik a csicsok helyzetvektorait, akkor
3m =2b+c¢, 3n = 2c+a és 2p =a+b. igy b = %(Qp — 3n + 6m), vagyis ha M-et valasztjuk a
helyzetvektorok kezdépontjanak, akkor b = %(Qp — 3n) és ez éppen az elsé bizonyitasbeli tulajdonsag
(vagyis B a PQ-t 3 : 2 aranyban oszt6 pont). Ha nem valasztjuk M-et kezdSpontnak, akkor az N-nek
az. O kezddépontra vonatkozo @ szimmetrikusa esetén megszerkesztendé a PQ-nak az R pontja, amely

a PQ szakaszt 3 : 2 aranyban osztja, majd az r-hez hozza kell adni a %m vektort.

Megjegyzés: A mésodik megoldashoz hasonlé gondolatmenetet hasznalhatunk akkor is, ha ana-
litikus geometriai eszkozoket (koordinatakat) hasznalunk (vagy akar komplex szamokat). A megoldas
lényege abban &ll, hogy az eredeti szerkesztés alapjan kifejezziik az A, B és C koordinatdinak fiigg-
vényében az M, N és P koordinatait, majd a kapott Osszefiiggésekbdl kifejezziik az eredeti csicsok
koordinatait az M, N, P koordinatai fiiggvényében (ez egy egyenletrendszer megoldasa), és végiil a kapott
Osszefiiggések alapjan megszerkesztjiik a pontokat.

6. feladat: Szinezziik ki egy szabalyos 2010-sz6g cstcsait 3 szinnel, mindhérom szint ugyanannyiszor
hasznalva. Igaz-e, hogy barmely szinezés esetén lesz olyan szabalyos hdromszdg, amelynek vagy minden
csicsa azonos szini, vagy a harom cstucsa harom kiilonb6z6 szint?

Fejér Szaboles (Miskolc)

6. feladat I. megoldasa: Az allitds nem igaz, ugyanis van olyan szinezés, mely esetén minden sz-
abélyos haromszog csiicsai kétféle szintiek. Egy ilyen szinezést megkaphatunk, ha szamozzuk a csticsokat
1-t61 2010-ig (az 6ramutatoé jarasaval ellentétes sorrendben), majd az 1,2, ..., 670 sorszamu cstcsokat az
egyik szinnel (pl. pirossal) szinezziik, a kovetkezs 335 csiicsot a masodik szinnel (pl. kékkel), a kovetkezs
335 cstcsot a harmadik szinnel (pl. sargéval), a kovetkezs 335 cstcsot ismét a masodik szinnel (kékkel) és
végiil az utolsé 335 csticsot a harmadik szinnel (sargéaval). A szabalyos haromszogek csicsainak sorszama
mindig ¢,¢ 4 670, ¢ 4+ 1340 alakd, ahol ¢ < 670, tehat az egyik cstics mindig piros és a mésik kett6 mindig
azonos szint, mivel ¢ + 1340 = ¢ + 670 + 2 - 335.

6. feladat II. megoldasa: Jeloljik a szineket p, k és s-sel. 6sszesen 670 egyenld oldala haromszog
van, amelynek a cstcsai a sokszog cstcsai koziil keriilnek ki. Ha ezek k6zott nincs olyan, amelynek azonos
szintiek a csticsai, vagy mind kiilonb6zek, akkor a csiicsok szinezése szerint a 670 haromszog a kovetkezs
hat osztalyba sorolhato:

{p. k,k}, {p, s, s}, {s.p.p}. {k,p,p}, {ks,s} és {s, k,k}
(a {p, k, k} azt jelenti, hogy két cstics k szind és egy csics p szint stb.). Ha ezeknek az osztélyoknak a
szamossagat rendre a, b, ¢, d, e és f jeloli, akkor a szinek Osszeszamlédlasa és a feltétel alapjan irhatjuk,
hogy
a+b+2c+2d =670
d+e+2f+2a=670 (1)
c+ f+2b+2e =670



Ha ebbdl az egyenletrendszerbdl kifejezziik az a-t, a b-t és a d-t a tdbbi valtozo fiiggvényében, akkor az

a=33%—e—3f+%
b=335-e—<— 1 (2)
d=—c+e+f

egyenl@ségekhez jutunk. Ez mutatja, hogy tobb olyan szinezés is van, amelyben nincs sem egyszint
szabalyos haromszog, sem olyan, amelynek a csicsai mind kiilonb6z6 szintek. Példaul ¢ = f = 0 és
e < 335 esetén a = 335 — e, b = 335 — e és d = e egy ilyen szinezést ir le. Vilagos, hogy a csiicsok
szinezését elvégezhetjiik ugy, hogy kivélasztjuk a 670 egyenls oldalta haromszoghdl (tetszélegesen) azt
az a darabot, amelyet az els6 osztalynak megfelelGen szineziink, aztan a maradékbol azt a b darabot,
amelyet a méasodik osztalynak megfelelGen szineziink és a tobbit a negyedik osztalynak megfelelGen
szinezziik.

Megjegyzés: A masodik megoldas ravilagit arra, hogy nagyon sok olyan szinezés létezik, amelyben
nincs sem egyszind szabalyos haromszog, sem olyan, amelynek a csticsai mind kiilénb6z6 szintiek, és
ugyanakkor megmutatja az Osszes ilyen szinezés szerkezetét is.



