XVIII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Gyula, 2009. mdrcius 12-16.

12. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy tetszéleges = valds szamra teljesiilnek a kovetkezd egyenlStlensé-
gek!

5
1 <sinx + cosx + sin2x < 1+2.

Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

Megoldas: Legyen T = sinx + cos z + sin 2z. Ekkor
2 2
T =sinz + cosz + sin 2z = V2 (% sinx + % cos:c> + sin 2z = V2sin (:c + %) + sin 2zx.

Ebbdl az alakbol nyilvanvalo, hogy T < /2 + 1.

T ﬁsin(:ch%)+sin2:c:\/§cos(£fz)+cos(272x):

\/icos(%—x)—i—cosQ(g—x):\/icos(g—x)+2cos2(g—x)2—1:
V2 T 9 (T V2 T
2(72cos(zx)+cos (Z:c)>12<T2+cos(Z:c)> —Z.

Ebbdl az alakbdl nyilvanvalo, hogy T > —5/4.
Megjegyzés: Az alsé becslést a T = (sinx + cos :c)2 + (sinz + cos z) — 1 alakbol is kihozhatjuk,

ugyanis sinx + cosz = a jeldléssel T = a? +a — 1, ami T = (a + %)2 — % alakra hozhato.

2. feladat: 2009 szamjegyei harom ,k6z’-t hatdroznak meg: 2 0 _0_9. A szdmon a kovetke-
76 atalakitast végezziik: kivalasztunk egy tetszGleges 10-es szamrendszerbeli szamjegyet, az elsG
kozbe beirjuk, a masodik kozbe kétszer irjuk be, a harmadik kozbe haromszor. Igy egy kovetkezs
szamhoz jutunk. Ez persze hosszabb és igy szamjegyei tobb kozt hataroznak meg. Ujbol elvégez-
ziik a fenti atalakitast: ajbol valasztunk egy szamjegyet és a kozokbe ezt irjuk (az i-edik kozbe 4
darabot). Ezt az eljarast folytatjuk. Igazoljuk, hogy eljardsunk sordn soha sem kaphatunk 3-mal
oszthatd szamot.
Biré Balint (Eger)

Megoldas: Ha egy 3l + 1 jegyi szdmon végezziik el az atalakitast, akkor 3! kdzbe irunk
szamjegyeket, Osszesen 1+ 2 + 3 4 ... + 3] darabot. A beirt szamjegyek szama 3-mal oszthato,
hiszen az ezt a szamot megad6 Osszeg | darab harom tagi Gsszeg Osszege ((1+ 2+ 3) + (4 +
546)+...4+ (3l —2+ 31 — 1+ 3l)), amelyben minden tag harom szomszédos egész Gsszege,
azaz harommal oszthaté. (Természetesen a beirt szdmjegyek szama a szaimtani sorozat 0sszegzési
képlete alapjan (3/4-1)31/2, amib6l szintén kdnnyen lathato a harommal valo oszthatésag.) Igy az
1j szam szamjegyeinek szama is 1 maradékot ad harommal osztva. S6t, ha a szidmjegyek Osszegét



nézziik, akkor az Gj szdm a régi szamjegyeinek Gsszegéhez képest harommal oszthatd szdmmal
novekszik (az 0j szamjegyek ugyanazok). Igy az 0j szam ugyanazt adja maradékul harommal
osztva, mint amibgl képeztiik.

A kiindulé szam négyjegyti (4 = 3 -1+ 1). Igy a szamjegyek szama végig 31 + 1 alakt szam
lesz. A kiindulé szam 3s + 2 alaku. Igy az atalakitasok soran végig olyan szamot kapunk, ami
harommal osztva 2-t ad maradékul.

3. feladat: Jelolje AC és BD az egység sugaru kor két merdleges dtmérdgjét.Az AB, BC,CD
és DA negyedkoriveken felvessziik a P, @, R és T pontokat ugy, hogy APBQCRDT egy konvex
nyolcszog lesz. Hogyan valasszuk meg a P, @), R,T pontokat ahhoz, hogy a kialakitott nyolcsztg

oldalainak négyzetosszege minimalis legyen.
Biré Balint (Eger)

I. megoldas:

Elég k egy (X és Y pontok altal kozrefogott) negyedkor ivében megkeresni azokat a Z pon-
tokat, amelyek az X Z2 + ZY? kifejezést minimalizaljak. Ezen feladat megoldasat az AB, BC,
CD és DA negyedkorivekre alkalmazva meg tudjuk valaszolni a feladat kérdését is. Jeloljiik
p-vel a ZOX <-et. Legyen Z vetiilete OX-re Z', OY-ra Z". Ekkor Z'O = ZZ" = cosyp és
Z"0 = Z7Z' = sing. Igy adodik, hogy XZ' =1 —cosg és YZ" = 1 —sing. Az XZ? + ZY?
négyzet Osszeg két Pitagorasz-tétel Gsszegeként adodik:

(1—cosp)? 4 sin?p+cos®p+ (1 —sing)? =
= 1—2cosp+cos?p+sin® g+ cos® p+ 1 — 2sinp +sin ¢ =
= 4—2(siny + cosp).

Feladatunk sin ¢+cos ¢ maximalizaldsa, ahol ¢ € (0;7/2). Ez a kifejezés akkor lesz maximaélis,
ha négyzete maximalis, ami sin? ¢ + 2sin ¢ cos ¢ + cos? ¢ = 1 4 sin 2p. Ez akkor lesz maximalis,
ha sin2¢ = 1, azaz ¢ = 7/4, azaz Z az XY iv felez6pontja.

A negyedkorre vonatkozd optimalizaldsi kérdésre adott vélaszbol kovetkezik, hogy a négy
ismeretlen cstcs valasztasa akkor lesz optimalis, ha szabélyos nyolcszoget alakitanak ki (mind-
egyikiik a megfelels negyedkoriv felezGpontja).

Megjegyzés: Hasonlbéan jarhatunk el gy is, hogy az OX Z és az OY Z haromszogekben al-
kalmazzuk a koszinusz tételt (a megfelel szogek ¢, ill. 90° — ). Ekkor szintén azonnal adodik,
hogy a sin ¢ 4 cos ¢ mennyiség maximumaét kell meghatarozni, ha ¢ € (0;7/2).



II. megoldas: Jeloléseink az abran lathatok. (Itt az egyes negyedkorokon felvett pontokat
Pl, P2, P3 és P4 JelOll)

Mivel OA = OC = R =1, ezért a Pitagorasz-tétel miatt AC' = V2. A Pj-et nem tartalmazo
AC ivhez 270°-0s kdzépponti szog tartozik, a keriileti és kozépponti szogek Osszefiiggése miatt
ezért AP,C< = 135°. Ugyancsak a keriileti és kdzépponti szogek Osszefiiggésébsl adodik, hogy
ha P,CA< = ¢, akkor PLOA< = 2y, ahogy azt az abran is jeloltiik.

Felirhatjuk az AP;C haromszogre a koszinusztételt:

(1) z? +y? — 2zy - cos 135° = AC2.

Tudjuk, hogy AC = v/2 és cos 135° = @, ezért (1)-bdl kovetkezik, hogy

(2) 2+ + V2 ay =2

A (2) Osszefiiggéshdl lathato, hogy az x? és y? szamok mindegyike kisebb 2-nél, erre az
eredményre a megoldés soran késibb lesz sziikségiink. Az O AP, haromszogre felirt koszinusztétel
miatt 2 = 2 — 2 - cos 2, amelybél

92— 2
(3) cos2p = 2x .

Egy trigonometriai azonossig szerint cos 2¢ = 2-cos? p— 1, azaz (3)-bol a miiveletek elvégzése
utan

4 — gz
4

(4) cos® g =

Az AP, C haromszdgre ismét felirjuk a koszinusztételt, de most masik oldalra. Eszerint 22 =

Y2 +2—2-y-v2-cosy, ebbdl cosp = 2‘;;2\;512, ebbdl pedig négyzetre emeléssel, egyszertisités
utan:

ot oyt —42? + 4y% - 22292 + 4

(5) cos? i = 5




A (4) és (5) egyenlségébsl 4_4“”2 = 14+y4_412§;§}2_2lzy2+4

rendezés utén (2 — 2%)% + (2 — y?)? = 4, amelybdl
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, illletve a miiveletek elvégzése és

kovetkezik.
Mivel a fentiek szerint az x? és y? szamok mindegyike kisebb 2-nél, ezért a (6) dsszefiigges
bal oldalan éppen a 2 — 22 és 2 — y? pozitiv szdimok négyzetes kizepe &ll. Errsl tudjuk, hogy

nagyobb, vagy egyenls a kérdéses szamok szamtani kozepénél, vagyis v/2 > %

2

, amelybdl
(7) Py >4-2.V2

A (7) eredmény azt jelenti, hogy az AP;CP>BP;DP, nyolcszog P1 A és P;C oldalai négy-
zetOsszegének minimalis értéke 4 — 2 - /2, ezt a minimumot a PyA? + PyC? Gsszeg akkor éri
el, ha a négyzetes és a szamtani kdzép tagjai egyenldk, azaz, ha 2 — 22 = 2 — y2, vagyis, ha
PAlz,sz:PCl

Ekkor P, éppen az AC negyedkoriv felezépontja.

Hasonloképpen lathaté be, hogy a P,C? + P,B2, P3B? + P3D? és P,D? + Py A? 5sszegek
mindegyikének minimalis értéke is 4 — 2 - v/2, ez pedig azt jelenti, hogy az AP,CP,BPsDP;
nyolcszog oldalai négyzetosszegének minimalis értéke 16 — 8 - v/2, ez akkor valosul meg, ha a Pi;
Py; P3 és P, pontok a megfelel§ negyedkorivek felezGpontjai.

4. feladat: Az ay,a2,a3,0a4,...,a101,0102 az 1,2,3,4,...,101,102 szamok egy tetszGleges
sorbaallitasa. Igazoljuk, hogy az a; + 1,as + 2,a3 + 3,a4 + 4, ..., a101 + 101, a192 + 102 szdmok
kozt lesz két olyan, amelyek 102-vel osztva azonos maradékot adnak!

Baldzsi Borbdla (Beregszisz)

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a1, as,...,a102 ellenpélda az allitasra. 102-vel osztva egy egész
szamot 102-féle maradékot kaphatunk. Ha a 102 darab a; 44 szamunk k6zt nincs kettd ugyanazzal
a maradékkal, akkor az csak gy lehet, hogy mindegyik maradék pontosan egyszer fordul eld.
Tehat az a; + i szdmaink Osszege ugyanazt adja maradékul 102-vel osztva, mint 0 +1+ 2+ 3 +
...+ 101 = 51-101. Szamaink Gsszege

(a1 4+ 1)+ (a2 +2)+ ...+ (a102+102) = (a1 +az+...+a102)+(1+2+...+102) =
= 2(1+2+...4+102) =102 103,

hiszen az a;-k is 1-t6l 102-ig az egészek, csak esetleg méas sorrendben. Tehat szamaink Osszege
oszthato 102-vel, mig 0 +1 42+ ... + 101 nem. Ez ellentmondéas, ami az allitast igazolja.

5. feladat: Egy ABCD négyzet alaki papir A csicsiat a BC oldal egy X belsé pontjahoz
mozgatjuk és a papirlapot behajtjuk. A behajtott AD oldal az d4bran lathaté6 mdédon a C csics-
nal levig egy X EC' haromszoget. Hogyan valasszuk meg az X pontot ahhoz, hogy a levagott
haromszog beirt korének sugara a lehets legnagyobb legyen?



D /\E C

Egyed Ldszlé (Baja)

Megoldas: Az A cstcs az X pontba keriil. A hajtas egyenese az AX szakasz felezs merélegese.
Errél konnyti latni, hogy az AB és DC' oldalakat metszi. A metszéspontok legyenek rendre M és
N. Legyen X AB< = «.

Az AM X haromszog egyenl@szara, alapon fekvd szogei o nagysiguak. Az X M B< a ha-
romszog egyik kiilsg szoge, nagysaga 2a. Az EXC< és az X M B<( mer&leges szara szogek, igy
EXC< = XMB< =2a. Legyen O az EXC haromszog beirt korének kozéppontja. A CX oldal
a beirt kort érintse az O’ pontban. Ekkor az XOO' haromszog egy derékszogi haromszog és
X-nél 16vs szoge EXC</2 = a. Igy hasonlé az ABX haromszoghoz.

Legyen 1 a kiindul6 négyzet oldala és az X B hosszat jeloljiik z-szel. Igy az ABX haromszog
két befogoja 1 és x. Ha az EXC haromszog beirt korének sugara r, akkor az OX O’ haromszog
befogoi 1 — x — r és r. A hasonlésdg miatt  : 1 =r: 1 — z — r. Ebbdl r kifejezhetd:

2 2
r=2""2 _ @tzt—a7)—2 :2—x—i:3— (1+$+i).
14+ 1+ 1+ 1+
Ez a sugar akkor lesz a legnagyobb, amikor a 3-bol levont kifejezés a legkisebb. Ez a kifejezés
egy Osszeg, amely tagjainak szorzata dllandd. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlen-
séghdl és abban az egyenl@ség esetének analizisébdl kovetkezik, hogy a levont kifejezés pontosan
akkor a legkisebb, amikor 1 + = = H%’ azaz 1+ = V2, z = —1 + /2.

6. feladat: Egy n elemd halmaz harom elemi részhalmazaibdl kivalasztunk néhanyat ugy,
hogy semelyik hdrom ne tartalmazzon egynél tobb kozos elemet. Igazoljuk, hogy a kivalasztott

(n—1)
3

n
harmasok szdma nem haladhatja meg -at!

Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas: Alaphalmazunk Osszes kételemt részhalmazara irjuk fel a kivalasztott elemhar-
masok koziil azokat, amelyek a két elemi halmazt tartalmazzak. Feltételeink szerint egy kételemii
halmaz esetén se irhattunk fel harom vagy tobb kivalasztott elem-harmast, azaz az (’2’) elempéar
mindegyike legfeljebb 2 elem-harmast ad a listara. Igy listank legfeljebb (g) -2 hosszu lesz.

Masrészt minden kivédlasztott harom-elemi részhalmaz haromszor szerepel a listdn, a harom
két elemii részhalmaza miatt. A kétféle gondolatmenet 6sszevetésébdl kapjuk, hogy a kivalasztott
részhalmazok szama legfeljebb

(32 _n(n-1)

3 3




