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11. osztaly

1. feladat: Allitsuk 6t parba az 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 szamokat gy, hogy a parokban 1évé
szamok kiilonbségeinek abszolut értékei rendre 1,2, 3,4, 5-t adjanak! Megtehets-e ez a parositas
(természetesen hat parba), ha az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12 szamokkal dolgozunk, ugy hogy
ezek a kiilonbségek 1,2, 3,4, 5,6 legyenek? Indokoljuk a valaszt!

Hajnal Péter (Szeged)

Megoldas: Az elsS esetben a kért parositas lehetséges. Ime egy megoldas:

(2=1);(9=7);(6=3);(8—4); (10 - 5)

A masodik esetben ugy kell kialakitanunk a péarokat, hogy a parokban szerepls szamok kii-
l6nbségeinek abszolut értékei rendre 1,2, 3,4, 5, 6 legyenek.

Legyen zj, a k-dik parban szerepls két szam koziil a kisebb, igy a méasik szdm xp + k lesz,
ahol k € 1;2;3;4;5;6- A kapott parokban szerepld szimokat Gsszeadva

(2x1 + 1), (222 + 2), (223 + 3), (224 + 4), (225 + 5), (226 + 6)

szamokat kapunk, melyeknek Osszege éppen 1 + 2+ 3 + ... + 12 kell legyen. Ha X-szel jeloljiik a
6
> x) Osszeget, akkor

k=1
6 6 6 6.7
Z(2$k+k):22xk+2k:2X+T,
k=1 k=1 k=1
innen
. 12-1
2X+6T7: 23:>2X+21:78:>2X:57.

A kapott egyenletnek nincs megoldisa a természetes szamok halmazén, tehat a masodik
esetben a kért parositas nem lehetséges.

2. feladat: Létezik-e két olyan egymastol kiilonbozd, pozitiv racionélis szam, amelyeknek
szamtani, mértani és harmonikus kozepe egy derékszogii haromszog oldalhosszai?
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)
2ab

Megoldas: Legyen a,b € Q ugy, hogy a > b > 0. Az ‘IT“’ > vab > =13 egyenlGtlensegek

alapjan az atfogd hossza csak “TH’ lehet.
2 2
Felirjuk a Pitagorasz-tételt (aTer)Q - (\/ab) + (%) , majd kozos nevezdre hozéds utan,
egyenértékid atalakitasokkal rendre kapjuk, hogy

(a+0)* = 4abla+b)*+ 16ab>



(a+b)*[(a+b)? —4ab] = 16a*b*
(a+0)*(a—b)?* = 16ab>
(a®* —bv*)? = 16ab?

ahonnan kovetkezik, hogy a? — b = 4ab (mivel a > b). Atrendezve az a? — 4ab — b? =
egyenlethez jutunk, melyet végigosztunk b>-tel (mert b # 0). Az (%)% — 4(%) — 1 = 0 egyenletet
megoldva kapjuk, hogy 7 =2+ NG

Az a > b > 0 feltétel alapjan csak az § =2 + /5 lehetséges.

Az § —-2= V5 ¢ Q ellentmond annak a feltételnek, hogy a,b € Q, azaz 7—2€Q.

Tehat nem létezik a feltételeknek megfelels két kiilonb6z6 pozitiv racionalis szam.

]

3. feladat: Egy osztaly minden tanuldja vagy uszik, vagy kosarazik, esetleg mindkettst csi-
nélja. Lehetséges-e, hogy az osztalyban tobb a lany, mint a fia a kévetkezs esetekben:
a) ha az uszoknak és a kosarasoknak is 60%-a fia?
b) ha az uszok 60%-a és a kosarasok 75%-a fit ?
Katz Sandor (Bonyhdd)

Megoldas: Az a kérdés, hogy lehetséges-e, hogy d+e+ f >a+b+c.

Fiak
Uszik Kosarazik
a b c
d e f
Lanyok

a)

a+b=0,6(a+b+d+e) és c+b=0,6(c+b+f+e)
0,4a+0,4b=0,6d+0,6¢ & 0,4e+0,4b=0,6f + 0, Ge.
d+e=%2a+32b (1) ¢s f+e=32c+3b (2)

Az (1) és (2) alapjén: d +2e + f = 2a + %b—i— 2c.

Innen
2 4. 2 1 1 1
d+e+f:§a+§b+§c—e:a+b+cf§a+§b—§c76
(d+e+f)—(atb+c)= LT
e a ¢)=-gatg 3¢~ e

A keért egyenl6tlenség akkor teljesiil, ha —3a + 3b— 2c—e >0, azaz b > a + ¢ — 3e.

Tehat ugy lehet a teljes létszam nagyobb része lany, hogy a fitk (mindegyike vagy nagy része)
mindkét sportot tzik, a lanyok meg csak az egyiket.
Hapl.a = ¢ = e = 0, akkor 2b = 3d = 3f. Igy, hogy ,osztalynyian” legyenek b = 15 és d = f = 10.



(De nem sziikséges, hogy a =c=e=0legyen,pl. a=c=2,e=1,b=10és d = f = 7 esetén
még mindig t6bb a lany (15), mint a fia (14) az osztélyban.)
Osszefoglalva, tehat ennél az aranynal lehetséges, hogy tobb a lany, mint a fiu.

b)

a+b=0,6(a+b+d+e) és c+b=0,75(c+b+ f+e)
0,4a40,4b=0,6d +0,6e és 0,25¢+0,25b=0,75f + 0, 75e.
d+e=2a+2b (3) és fH+e=3ic+3b (4)

A (3) és (4) alapjan: d 4+ 2e + f = §3a +b+ 3
Innen

2 1 1 2
d+e+f:§a+b+§c—e:a+b+c—ga—gc76

1 2
(d+e+f)—(a+b+c):f§af§c—e

A kért egyenl6tlenség akkor teljesiil, ha —2a + —2¢ — e > 0, ami nyilvin nem lehetséges.
Osszefoglalva, tehat ennél az aranynal mar nem lehetséges, hogy tébb a lany, mint a fin.

4. feladat: Legyen ABCD egy olyan téglalap, amelybe szabalyos hdromszog irhato agy, hogy

a hdromszog egyik csticsa az A pont, a masik ketts pedig a téglalap egy-egy olyan oldalén fekszik,

amelyen az A pont nincs rajta. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a téglalapbdl a szabalyos haromszog

altal lemetszett haromszogek egyikének a teriilete a két mésik lemetszett haromszog teriiletének
Osszegével egyenld!

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

I. megoldas: Legyen AB = a és BC = b, az M pont pedig az AFE szabalyos haromszog
AF oldalanak felez6pontja.

M

A K D

Mivel ABE< =90° = AME<, ezért a B és M pontok rajta vannak az AF szakasz Thalész-
korén. De M AE< = 60°, ezért a keriileti szogek tétele miatt az EBM< = 60°. Mivel ECF< =
90° = FME<, ezért a C és M pontok rajta vannak az F'E szakasz Thalész-korén. De M FE< =
60°, ezért a keriileti szogek tétele miatt az ECM < = 60°. Az EBM< = 60° = ECM<, tehét a
BMC haromszog szabalyos.

Ez azt jelenti, hogy M pont a BC' oldaltél l’Qﬁ, mig az AD oldaltol a — % tavolsagra van.
Az AF D haromszogben M K kozépvonal, igy DF = 2 (a — %) = 2a — bV/3.

Hasonlé gondolatmenettel vagy az ABFE és az AF D haromszogekben felirt Pitagorasz-tétel
segitségével belathato, hogy BE = 2b — av/3. Kovetkezésképpen:



1 V3
TABEA = 50 (2b—a\/§) —ab— 2 ;/_
1 b?V/3
Tapra = 51) (2a — b\/g) =ab— ;/_
1 a>V/3 b33
Tecra = 3 (a\/gfb) (b\/g—a) = 2ab — 5 T T TaBea +TaDFn,

amit igazolni kellett.

II. megoldas: Legyen BAE< = a. Felhasznélva, hogy az AF'E szabalyos haromszog (AE =
EF = AF = z) kovetkezik, hogy FAD< = 30° — q, illetve CEF< = 30° + «.

B E c
F

M
A D

Az ABE derékszogl haromszogben AB = xcos(a) és BE = zsin(a), tehat Tappa =
127 sin(a) cos(a) = 1% sin(2a) (ahol felhasznéltuk, hogy sin(w) cos(a) = W)

Az ADF derékszogti haromszoghen AD = zc0s(30° — o) és F'D = xsin(30° — «), tehat
Tapra = 32%sin(30° — a) cos(30° — a) = 122 sin(60° — 2av).

Az ECF derekszb'gu haromszogben CE 2 cos(30° 4+ a) és FC = zsin(30° + «), tehat
Trcra = 2% sin(30° + ) cos(30° 4+ a) = 1% sin(60° + 2a).

Felhasznalva hogy sin(p + ¢) — sin(p — q) = 2 cos(p) sin(q), kovetkezik, hogy

1 1 1
Tecra—Tapra = ZEQ sin(60°+2a)—1x2 sin(60°—2a) = Z$2 [sin(60° 4 2a) — sin(60° — 2a)] =

1 1 1 1
= —2%2 cos(60°) sin(2a) = 1x22§ sin(2a) = Z$2 sin(2a)) = Tapea,

azaz Tpcra = Tapea + Tapra, amit igazolni kellett.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a 3% + 3™ alakban felirt négyzetszamokbol végtelen sok van,
ahol k és n kiilonb6z6 pozitiv egész szamok! Mi a helyzet, ha a 3 helyett a 4, az 5, a 6 és a 7

szamokat irjuk?
Kantor Sandor (Debrecen)

Megoldas: Azt kell megvizsgalnunk, hogy az a™ + a* (ahol m # k és a,m,k € N*) alaka
szamok a kért esetekben mikor lesznek négyzetszamok. Ha ugyanis egy a™ + a” alakt szim
négyzetszam, akkor végtelen sok ilyen alaki negyzetszam van, mert minden n pozitiv egész szadm
esetén a2 4 gF T2 = g™ . g2 4 gF . 02" = ¢®" (0™ + aF) = (a™)? (a™ + a¥).

Az a = 3 eset.
Mivel 3% + 32 = 27 + 9 = 36 = 62, ezért végtelen sok 3™ + 3* alakii négyzetszdm van.



Az a = 4 eset.

Az altalanossag lesziikitése nélkiil feltételezhetjiik, hogy m > k.

Ekkor 4™ + 4k = 4k (4m=F 4 1) = (2’6)2 (4m=F4+1), azaz azt kell megvizsgalnunk, mi-
kor lesz a 4™ % 4 1 teljes négyzet. Ha 4™ % + 1 = ¢2, akkor ¢ — 4™ % = ¢ — (27”*’“)2 =
(c—=2m7F) (c+2m7F) = 1.

Felhasznalva, hogy a c és a 2% egész szamok, innen a 2™~ % = 0 kovetkezne, ami nem lehet-
séges. Tehat a 4 két kiilénbo6z6 pozitiv egész kitevGs hatvanyanak 0sszege nem lehet négyzetszam.

Az a =5 eset.

Az 5" szim minden n > 1 esetben 25-re végzédik, mig 5! = 5. Ezek alapjan az 5™ 4 5*
szam vagy 30-ra vagy 50-re végzddik. Viszont ha egy négyzetszam 10-el oszthato, akkor 100-al is
oszthato, igy nem végzédhet sem 30-ra, sem 50-re. Tehat az 5 két kiilonboz6 pozitiv egész kitevds
hatvanyanak Gsszege nem lehet négyzetszam.

Az a = 6 eset.

A 6-nak barmely pozitiv egész hatvanya 6-ra végzédik. Igy a 6™ + 6F szam utolsé szamje-
gye 2 lesz, de négyzetszam 2-re nem végzGdhet. Tehat a 6 két kilonbo6zs pozitiv egész kitevss
hatvanyanak Gsszege nem lehet négyzetszam.

Az a =7 eset.

A T-nek 3-al valé osztési maradéka 1, ezért a 7 minden pozitiv egész kitevés hatvanyanak a
3-mal val6 osztasi maradéka szintén 1 (hiszen a 7" = (2-3+1)" = 3M + 1 alaku lesz). Igy a
7™ + 7% szam 3-al osztva 2-t ad maradékul.

Ha c egy természetes szam és 3-nak tSbbszdrdse, akkor ¢? is 3 tébbszorose lesz, mig ha ¢ =
3n=+1 alaki, akkor a négyzetének 3-al valo osztasi maradéka 1 lesz. Osszegezve, egy négyzetszam
harommal osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat.

Tehat a 7 két kiilonb6zs pozitiv egész kitevGs hatvanyanak 6sszege nem lehet négyzetszam.

6. feladat: Adott hiromszigbe szerkesztettiink két egybevago, kozos bels§ pont nélkiili,
maximalis sugard kort. Mekkora ez a sugar? Hogyan torténhet a szerkesztés?
Bogddn Zoltin (Cegléd)

Megoldas: Legyen ABC az adott haromszog, melynek oldalai a, b, ¢. Nyilvin mindkét kor
érinti példaul az a oldalt és az egyik a b-t, a mésik a c-t, valamint egymaést is érintik. Az egyik kor
kozéppontja a B cstcsbol, a masiké a C' cstucesbol kiinduld belss szogfelezén lesz. A korok kozép-
pontjai legyenek E és F', mig a szogfelez6k metszéspontja (a haromszogbe irhato kor kézéppontja)
pedig O.

A
Q.
F
//\
C M D N B

Legyen a haromszogbe irhaté kor sugara r, a keresett sugar pedig z. Ekkor az EM = FN = z,
illetve az EM N< = FNM< = 90° Osszefiiggések alapjan kovetkezik, hogy az EF N M négyszog



egy téglalap. Mivel E'F' || BC, konnyen belathaté a BCO és FEO haromszogek hasonlosaga.
Figyelembe véve, hogy OD = 7, a két haromszdg hasonl6sagabol felirhato, hogy ~—* = %TZ,
ahonnan az r = 5 lesz.

Ha z kifejezésében a-val egyszertsitiink, azaz x =

HLZJ lesz, akkor az latszik, hogy a nevezd
akkor a legkisebb, ha a mindkét kort érint6 a oldal a harom oldal kéziil a legnagyobb. Ekkor lesz
az x sugar az adott haromszdgben maximaélis.

Az x egy lehetséges megszerkesztése:

e adott a, b, c hosszisagu szakaszokkal megszerkesztjiik az ABC haromszoget

e megszerkesztjiik a haromszog két belss szogfelezbjét, igy azok metszéspontjabol megkapjuk
a haromszogbe irhatd kor kdzéppontjat, illetve sugarat

e egy sz0g egyik szarara felmérjik az a + 2r és az a hosszisagu szakaszokat, a méasik szarara
pedig egy r hossziisagit, majd parhuzamos szelSk segitségével megkapjuk az x hosszisaga
szakaszt

e a B(C-vel parhuzamost hizunk x tavolsagra, a parhuzamos és a belss szogfelezGk metszés-
pontjai megadjak a keresett kdzéppontokat



