XVIII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Gyula, 2009. marcius 12-16.

10. osztaly

1. feladat: Egy haromszog belsejében felvett tetszéleges ponton 4t a hdromszog oldalaival parhuzamosan

egyeneseket hiizunk. Ezek az egyenesek a haromszog teriiletét 6 részre osztjak. A keletkezett haromszogek
tertileteit jeloljiik 1, to és ts-mal és az eredeti haromszog tertiletét pedig T-vel.
Bizonyitsuk be, hogy VT = /&1 + /T2 + /13!

Oldh Gyorgy (Komdrom,)

Megoldas: Legegyszeriibben tgy jutunk célhoz, ha felhasznédljuk azt az ismert tételt, mely szerint
hasonlé haromszogek teriileteinek négyzetgyokei igy aranylanak egymashoz, mint a megfelel6 oldalak.
Jelolje a1, aq, as egy kiszemelt oldalbdl a megfelel6 egyenesekkel kimetszett szakaszok hosszat. Ekkor
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ahonnan

Vi 4V + s = VT.

2. feladat: Az f fiiggvény értelmezési tartomanya a 0-t6l kiillonbozé valés szémok halmaza. Az
értelmezési tartomany minden x elemére teljesiil az f(z)+2f (%) = 3z Osszefiiggés. Mely x valds szamokra
all fenn az f(x) = f(—x) egyenléség?

Kdntor Sdndorné (Debrecen)

Megoldas: Helyettesitsiink x helyére %—et! Ekkor f(%) =3 % —2f(x).
Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe:

fl@) +2(3 - 2f(x)) = 3,
amib8l —3f(z) + & = 3z, azaz

flo) =222 f(—a) = =2,

A % = ZZJE_Q egyenlet megolddsai # = 4+1/2, amik valéban megoldésak, és ebben az esetben fennall
az f(x) = f(—x) egyenldség.

3. feladat Legyen p > 3 egy adott primszam. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az
23 + 3 = 2%y + zy? + p?009

egyenletet! Bencze Mihdly (Brassd)
Megoldas:



2

2 y® =2 - ay? = pP% o (1 — y)2(z + y) = p200

Ha z —y = +p”, akkor z + y == p?°99=2% azaz

2009—2k | k 2009-2k _ k
T = +p T = —p
200972%7 k vagy 2009722k+ k ke {0, 1,..., 2009}.
y= 7o y= T

2009—2k 2009—2k k
’ + p.

x,y egész, mivel p p* paratlan, igy 2|p

4. feladat: Oldjuk meg a pozitiv vaqlés szdmok halmazan a kovetkez6 egyenletrendszert!

i, 1 4, 1 _ 9
x+ + 13

{ r+y+2z=9
y+1 z+3

Kovdces Béla (Szatmdrnémeti)

Megoldas:
Az els6 egyenlet: £ +y + 14 z+ 3 = 13 alakban irhaté. A két egyenletet Gsszeszorozva, a szamtani
és a harmonikus kozéparanyosok kozotti egyenlotlenség alapjan:

1 1 1
9= 1 3)(—+ —— > 9.
(z+y+1+z+ )(x+y+1 t 372
Egyenléség csak egyenld szamok esetén lehet.
Kovetkezik: x =y +1=24+3 = %
Megoldas: (%, %, %), ami az egyetlen pozitiv megoldés.

5. feladat: Jelolje H az ABC hiromszog magassdgpontjat, O pedig a koré irt korének kézéppontjat.
Az A csicsbol a BC' egyenesre bocsédjtott merdleges talppontja rajta van az AC oldal felezé merdlegesén.
Hatarozzuk meg a g—g aranyt!

R. Sipos Elvira (Zenta)

Megoldas:

1. eset: Tegyiik fel, hogy v < 90°. Legyen A’ az A csics merdleges vetiilete a BC' oldalra, By az
AC oldal felez6pontja, C; pedig az AB oldal felez8pontja. A feladat feltételei alapjan AA’C haromszog
derékszogil, mikozben A’ illeszkedik az ACszakasz szimmetriatengelyére, vagyis egyenl8szari is egyben.
Tehat BCAZ = 45°. Ezért a neki megfelel6 kézépponti sz6g BOAZ = 90°.

Az AOB héromszog derékszogii és egyenld szaré (AO = BO = R: a koriilirt kor sugara), vagyis
BOC:, £ = 45°, azaz C10 és BO az egyenlo szaru derékszogl haromszog befogédja és atfogdja, azaz
V2C0, = OB.

2. eset: Ha v = 90°, akkor hasonldéan az el6z6khoz v = 135°, igy is BOAZ = 90°, tehat BOC1 /4 =
45°, igy BO = /2 - OC| fennéll akkor is.

Ha O-bdl a CB oldalra merélegest bocsajtunk és a talppontjiat Cs-vel jeldljik, akkor a C1OCyA

CH

hasonlé a HCAA-hoz, a hasonlésdgi ardny 1: 2, igy CH = 20C1, vagyis 55 = 2 %}OO =2 % =2

6. feladat: Legalabb hany szamot kell kihtuznunk az 1,2,3,...,2009 szamok koziil ahhoz, hogy a
megmaradd szamok egyike se legyen két masik, téle kiillonb6z6 megmaradé szam szorzata?
Katz Sandor (Bonyhdd)

Megoldas:
I.: A 2,3, ...,44 szdmokat elegend6 kihizni.

45 - 46 = 2070, ezért a megmaraddk szorzata nem lehet a megmaraddk kozott.
II.: 43-n40l kevesebb szam nem elég. Képezziik a kovetkezd szamhdarmast:

(2,87,2-87),(3,86,3- 86), ..., (44, 45, 44 - 45),



ahol 45,46, ..87 a legkisebb 43 db egytdl kiilonb6z6 megmaradd szdm.
Ezek mind kiilonb6z6 szdmok, mert az els6 és méasodik elemek novekvo, ill. csokkend sorozatot alkoznak.
A harmadik elemek is névekvo6 sorozatot adnak, mert 44 < 45 és ha x < y , akkor

(z -1y —1) <zy
zy—y+r—1<uzy
r<y+1

valéban igaz.

Ha csak 43-nal kevesebbet hizok ki, akkor valamelyik ha6rmas egyiitt a megmaradok kozt lest olyan
2 szam, melyek szorzata is a megmaradok kozt lesz.

Tehat legalabb 43 szdmot ki kell htizni.

Megjegyzés: 1,2, ...,43 szamokat kihtzva a 44 - 45 = 1980 miatt 44, 45,1980 is a megmaradok kozt
lenne.



