XVII. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny
Kassa, 2008. marcius 6-9.

12. osztaly

1. feladat: n darab ceruzat egyenként két részre toriink. Az igy kapott 2n darab ceruzat kettesével
taldlomra parositjuk. Mi a valdszintisége annak, hogy minden igy kapott parbol Gsszeragaszthatd az
eredeti ceruza?

Bencze Mihdly (Brassd)

1. feladat megoldasa: Annak a valoszintisége, hogy a 2n darab ceruzabol egy a sajat felével legyen
Osszeragasztva %%1 Ezek utdn még marad 2n — 2 ceruza. Kivilasztunk egyet; annak a valészintisége,

ﬁ. Hasonl6an folytatjuk a gondolatmenetet.

Mivel fiiggetlenek az események, a valoszintiségeket Gsszeszorozzuk. Igy a keresett valoszintiség:

hogy ez a sajat felével legyen Gsszeragasztva

2. feladat: Az haromszogben B/ = 50°, C/ = 70°, H a magassigok metszéspontja és I a
hiromszogbe irt kor kézéppontja. Szamitsatok ki az I HC hiromszog belsé szogeit.
Neubauer Ferenc (Munkdcs)

2. feladat megoldasa: Az I pont egyuttal a szogfelezGk metszéspontja is. Ezért BCI< = 35°,
IBC<« =25°. BCH< = 90° —50° = 40°. Ebb6l ICH< = 40° — 35° = 5°. BIC'<t = 180° — (25°+35°) =
120°; BHC< = 180° — HBC< — HCB<t = 180° — (90° — 70°) — (90° — 50°) = 120°.
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Akkor BIHC négyszog hirnégyszog, mivel a BC oldal az I és H csicsokbol egyarant 120°-0s szog
alatt latszik. Ebben a négyszogben I HC< = 180° — IBC'< = 180° — 25° = 155°, ami egyuttal az IHC
haromszognek is egyik szoge. Végiill CTH< = 180° — (5° + 155°) = 20°.

Felelet: 20°,155°, 5°.

3. feladat: Egy fiiggvény minden valos z, y szaimparra eleget tesz az f(z)+ f(y) = f(z+y) —zy—1
fiiggvényegyenletnek. Ha f(1) = 1, akkor van-e olyan 1-t6l kiillonb6z6 n egész szam, amelyre f(n) = n?
Oldh Gydrgy (Komdrom)

3. feladat megoldasa: Tudjuk, hogy f(1) = 1, ezért f(0) + f(1) = f(1) — 1, amibdl f(0) = —1.
De f(1)+ f(1) = f(2) — 2, ezért f(2) = 4. Tovabba f(1) + f(2) = f(3) — 3, amibdl f(3) = 8. Folytatva
az eddigi eljarast: f(4) = 13, f(5) = 19, f(6) = 26, .. ..



Konkrét eseteket vizsgéalva azt sejteti, hogy barmely egész n szam esetén, ha f(1) = 1, akkor f(n) =
fln—1)+n+1.

Ezt a sejtést konnyt ellendrizni, ugyanis f(1) + f(n — 1) = f(n) — (n — 1) — 1, ami f(1) = 1 miatt
egyenértékid a kovetkezdvel: f(n) = f(n — 1) + n+ 1. Az is konnyen belathato, hogy minden egész n
szAmra

n(n+3
fn) =1+ %

Ezutan méar egyszeri arra valaszolni, hogy létezik-e olyan n egész szam, amelyre f(n) =n (n # 1). A
kérdés egyenértékd azzal, hogy van-e 1-t6l kiilonb6z6 egész megoldésa az n = —1 + @ egyenletnek.
Atalakitasok utan a kovetkezét kapjuk: (n — 1)(n + 2) = 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha n = 1 v.
n = —2. Tehat van 1-t6l kiilonboz6 olyan egész szam, amelyre f(n) = n, mégpedig az n = —2.

4. feladat: Az x1,x9,...,2, (n > 2) egész szamokra érvényes

|x1] + |z2| + - || — |21 22+ ...+ 2| € {—2,2}.

Igazoljatok, hogy létezik legalabb egy xy ezek koziil, amelyre x, € {—1,1}.
Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat megoldasa: Legyen A a porzitiv egészek Gsszege és B a negativ egészek Osszege.

Akkor Z |z | —
k=1

> ax|€{-2,2} & A-B—|A+Ble{-22}.
k=1

1. HHA—B—|A+ B|=-2
a)A+B>0=A-B-A-B=-2=B=1
b)A+B<0=A-B+A+B=-2=A=-1

2. HuA—B—|A+B|=2
a)A+B>0=A-B-A-B=2=B=-1
b)A+B<0=A-B+A+B=2=A=1

Tehat A, B € {—1,1} = legalabb egy x € {—1,1}.

5. feladat: Bizonyitsatok be, hogy ha egy haromszogben az egyik csicsboél indulé magassagvonal,
stilyvonal és szogfelezs négy egyenls részre osztja a szoget, akkor a haromszog derékszogii.
Egyed Ldszlé (Baja)

5. feladat megoldasa: Készitsiink egy abrat!

z z Y 2x+y



A feltételek miatt: AT =TD =z és AF = FB = 2x +y.
C AT héaromszogben: tge = ’

m
CTF haromszogben: tg2e = Tty
m
3r+2
CT B haromszogben: tg3e = T _ 9.2 +y + L 2tg2e+ tge
m m m
tg2 t
Az addiciés tétel miatt: tg3e = _tgeed t8e
1— tg2e- tge
tg2 t 2t
A kett6t Osszetéve: 2tg2e + tge = _tgect tge és a tg2e = _ZPBC o ddicios tételt felhasznalva
1— tg2e- tge 1— tg2e
adodik, hogy
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tge # 0, mert haromszog belss szogének a negyedrésze. Ezzel elosztva az egyenlet mindkét oldalat
és bevezetve a tgZ2e = x jeldlést a kivetkezd egyenlethez jutunk:

4 1o = +1
A=
5—=x - 3—z
l—z  1-3z
G-2)-1-32) = B-—2)-(1—2x)
5—16z 4+ 322 = 3 —4x+ 22
202 - 12242 = 0

L V23674:3:|:2.\/§_

x1,2
Mivel haromszog bels6 szogének negyedrészérdl van szoé, igy

0°<e<45’ =0< tge<1=0< tg2e<1,

ezért csak tg2e =3 —2-+/2 johet szoba, amibsl tge = /3 —2-vV2=+v2 - 1.
Tehéit € — 22,5° = 4 - € = 90°.

6. feladat: Hatarozzatok meg azt az (z,y) szampért, amelyre az
f(z,y) = Va2 +y% — 8z 4 16 + /22 + y2 — 16z — 18y + 145+

/22 4+ y2 + 8z — 24y + 160 + /22 + y2 + 4z + 2y + 5

értéke minimalis lesz.

Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

6. feladat megoldasa: Eszrevessziik, hogy a gyokjelek alatt teljes négyzetek dsszegét alakithatjuk
ki:

fy) =@ —42+ 2+ /(@ =82+ (y— 92+ (@ +4)2+ (y— 12> +/(z +2)> + (y + 1)2

Ha vessziik az A(4,0), B(8,9),C(—4,12), D(—2,—1) pontokat és a tetsz6leges M (z,y) pontot a sik-
bol, akkor ABCD egy konvex négyszog és az f(z,y) fliggvény az MA+ MB + MC + M D tavolsagok
Osszegét adja meg.

Annak az (x,y) szdmpéarnak a keresése, amelyre f(x,y) minimélis lesz megegyezik a kévetkezd mér-
tanfeladattal: Adott az ABCD konvex néqyszig és leqyen M a négyszig sikjinak eqy tetszdleges pontja.
Hatdrozzuk meg az M helyzetét gy, hogy az MA+ M B+ MC + MD dsszeg a legkisebb legyen.
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Bebizonyitjuk, hogy az 6sszeg akkor a legkisebb, ha M a négyszog atléinak metszéspontjaban talél-
haté:

Legyen P az atlok metszéspontja. Ha M az egyik atlon sincs rajta, akkor MA + MC > AC és
MB + MD > BD. Osszeadva az egyenl6tlenségeket kapjuk: MA+ MB + MC + MD > AC + BD =
PA+ PB+ PC+ PD.

Ha M az egyik atlo, példaul a (BD), egy pontja, akkor MB + MD = BD és MA+ MC > AC,
tehat MA+ MB+ MC + MD > AC+ BD = PA+ PB+ PC + PD.

Ha M = P, akkor (MA+ MB + MC + MD),;, = AC + BD.

Tehat a feladat kérdésére megkapjuk a valaszt, ha meghatarozzuk a négyszog atléinak metszéspon-
tjat. Az AC egyenes egyenlete 32+ 2y — 12 = 0, a BD egyenes egyenlete x —y+ 1 = 0, a két egyenletbdl
alkotott egyenletrendszer megoldasaval kapjuk a metszéspont koordinatait, vagyis P(2, 3).

Tehat a (2,3) szamparra lesz az f(z,y) értéke minimalis: f(2,3) = 4v/13 4 10v/2.



