XVII. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny

Kassa, 2008. marcius 6-9.

11. osztaly

1. feladat: FejezGdhet-e a 3" valamely természetes n szamra 0001-re?
Zolnai Irén (Ujvidék)

1. feladat megoldasa: Igen, mivel a 3,32,...,3" kozott a skatulya-elv alapjan van két olyan,
amelynek az utolsé négy szamjegye megegyez6. Ha ezt a kett6t kivonjuk egymésbodl, az utolsé négy
szamjegy nulla lesz. Ha ez a 3% és 3!, k > I, akkor 3* — 3! =10* - m,m € Z.

Nem nehéz megmutatni, hogy a keresett szam 3*~!, mert

3k k-3t 10 m
- U1
ahol p € Z, mert 10* nem oszthaté 3-mal.

2. feladat: A K,L,M,N az ABCDE 6tszog BC, CD, DE, E A oldalainak felez6pontjai, a Q és P
pontok pedig az LN, KM szakaszok felez6pontjai. Bizonyitsatok be, hogy PQ||AB-vel és hatarozzatok
meg a szakaszok hosszanak aranyat.

=10* D,

Mészdros Jozsef (Galinta)

2. feladat megoldasa: A feladatot vektorok segitségével oldjuk meg. Legyen az O a sik tetsz6leges
pontja. Ekkor felirhato:

op - L (o +on),

OT:%(@JFO_ﬁ),

O_J\?zé(o_fﬁO_Pf),

OT(’:%(O_E%LW),

W:%(@JFO’E),

PG =0Q - OP,

0G = ON + N¢ = ON + ;NL=0N + ; (0L -ON) = ; (ON +0L).

Tovabba



Po-00 op-L (0% +ot) L (om + ont) -

zg[; (0¢ +0D) + L (04 +0F) - | (0B + 00 —%(o—zﬂo_ﬁ)] _
(o100

Lathato, hogy PQ||AB-vel és a szakaszok hosszanak aranya: i.

3. feladat: A természetes szamok halmazan értelmezett f fliggvényre teljesiil a kovetkezs egyenlség:
) +22£(2) + ...+ n%f(n) = n3f(n) tetszSleges n > 1 esetén. Ha f(1) = 2008, hatdrozzatok meg
£(2008) értéket.

Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

3. feladat megoldasa: Az adott egyenlGséget felirjuk (n + 1)-re és kivonjuk beldle az adott egyen-
16séget:

(n+1)? f(n+1)=n+1)°f(n+1) —n’f(n) & n’f(n) =n(n+1)°f(n+1) &

2. f(n) = (n 2r(n f(”+1): n?

barmely n > 1 esetén.
A kapott Osszefiiggést felirjuk 1,2, ..., n értékekre és Gsszeszorozzuk:
Kapjuk: f(;’(;r)l) = m = f(n) = 2 f(1) barmely n > 1 esetén.

Mivel f(1) = 2008, kivetkezik, hogy f(n) = 2232, Ennek alapjén f(2008) = 1/2008.

4. feladat: Oldjatok meg a 60p? + 57q = 2007 egyenletet, ha p és g pozitiv primszamok.
Egyed Ldszlé (Baja)

4. feladat I. megoldasa: Nyilvanvalo, hogy a 60p? 4+ 57¢ = 2007 egyenletnél a ¢ nem lehet paros,
mert akkor a bal oldal paros, mig a jobb oldal paratlan lenne. Ha p = 2, akkor ¢ = 31, ami megoldéasa
az egyenletnek. Ha g = 3, akkor p-re nem egész szdmot kapunk, igy ¢ > 3 lehet csak.

A 3-nél nagyobb primszamok 6k + 1 vagy 6k — 1 alakaak.

Legyen el6szor ¢ = 6k + 1. Ekkor 60p? + 57(6k + 1) = 2007, vagyis 60p® + 342k = 1950, azaz
10p? + 57k = 325. A p = 2 esetet mar vizsgaltuk, igy p > 3. A p = 3 nem ad egész megoldast k-
ra, igy p > 3 és paratlan. A 3-nal nagyobb primszamok négyzete 12-vel osztva 1 maradékot ad, és
igy p> = 12n + 1. Ezt felhasznalva az egyenletiink a kivetkezd lesz: 10(12n + 1) + 57k = 325, azaz
120n + 57k = 315. A pozitiv egész szamok halmazan ennek az egyenletnek nincs megoldésa. Igy p > 3
és ¢ = 6k + 1 esetén az eredeti egyenletnek nincs megoldésa.

Legyen most ¢ = 6k — 1. Ekkor 60p? + 57(6k — 1) = 2007, azaz 60p® + 342k = 2064, amib6l
10p? 4 57k = 344. A p = 3 most sem ad egész megoldast, igy felhasznalhatjuk, hogy p? = 12n + 1 alaku
lesz ismét. Igy az egyenletiink: 120n 4+ 57k = 334 alaki lesz. A bal oldal oszthaté 3-mal a jobb oldal
viszont nem, igy az egyenletnek a pozitiv egész szamok halmazan nincs megoldasa. Tehéat az eredeti
egyenletnek csak egy megoldasa van a primszidmok halmazéan a p = 2, ¢ = 31 szampar.

4. feladat II. megoldasa: 60p? < 60p* + 57¢ = 2007 = p < 6, tehat p € {2,3,5}. Az adott
egyenletbe behelyettesitve p helyett 3-t vagy 5-t nem kapunk megoldast, tehat p = 2, ¢ = 31 az egyetlen
megoldas.

5. feladat: Oldjatok meg a log, (:I:2 + 4) —logy # = T2% + 4x — x* — 18 egyenletet.
Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)
5. feladat megoldasa: Az egyenlet a (0, 00)-en értelmezett.

2
4
>logy,4 =2,

log, (:c2 + 4) — logy z = log, L



és egyenl@ség akkor all fenn, ha x = 2.
Tehat 722 + 42 — 24 — 18 > 2,

P =T —dr+20< 06 (2 —82° +16) + (X —dr +4) & (2 —4)° + (2 —2)2 <0

amely csak x = 2 esetén teljesiil. Az egyenlet megoldasa x = 2.

6. feladat: Az ABC szabalyos haromszog oldalai |/p hossziisdgiiak. A hdromszog egy belss pontja
az A, B, C pontoktdl rendre 1, /7, v/r + 1 egység tavolsagra van, ahol p és r primszamok. Mekkora az

ABC haromszog keriilete?
Biré Bdlint (Eger)

6. feladat megoldasa: Forgassuk el az AC P haromszoget az A pont koriil 60°-kal negativ iranybal!
Az elforgatasnal az A pont képe 6nmaga, a C pont képe a B pont, hiszen az ABC haromszog szabélyos,
a P pont képét pedig R-rel jeloltiik.

Mivel AP = AR =1 és PAR< = 60°, ezért a PAR haromszog egy 1 oldald szabalyos hdromszog,
ebbsl PR =1 is kovetkezik. A PC szakasz elforgatottja az RB szakasz, igy PC = RB = /r + 1.

Ko6nnyen bizonyithaté, hogy az dbran szerepl6 BRP haromszog létezik, hiszen a PR = 1, PB =
T és RB = /7 + 1 szakaszokra rovid szamolas utéan belathato, hogy teljesiil az 1 + /r > r +1
egyenlétlenség.

S6t, észrevehetjiik, hogy 1+ /7~ = (Vr+ 1)2, azaz PR? + PB? = RB?, igy a Pitagorasz-tétel
megforditasabol kovetkezik, hogy a BR P haromszog derékszogt, melynek derékszogi csticsa a P pontban
van.

Tudjuk, hogy APR< = 60° és az el6z6 megallapitias miatt BPR< = 90°, igy APB< = 150°.

Folirhatjuk az APB haromszogre a koszinusztételt:

AB?* = AP? + BP?> —2- AP - BP - cos 150°. (1)

(1)-be a megfelels adatokat behelyettesitjiik és figyelembe vessziik, hogy cos 150° = — cos 30° = 773.

Ezzel: /3
3
\/52:12+\/F2+2~\/F~7 (2)

(2)-bsl a miiveletek elvégzése utan p = 1+ r + +/3r adodik, ahonnan

V3r=p-r—1 (3)

kovetkezik.

(3) jobb oldala egész szam, tehat a bal oldalnak is egész szamnak kell lennie. Ez ugy valésulhat meg,
ha 37 négyzetszam, de mivel r primszam, ezért csak r = 3 lehetséges.

Ebbdgl azonnal kovetkezik, hogy kovetkezik p = 7.

Az ABC héaromszog keriilete tehat AB + BC 4+ C A = 3 - /7 hossziisagegység.



