XVII. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny

Kassa, 2008. marcius 6-9.

10. osztaly

1. feladat: Oszthat6-e 202008 4 162008 — 32008 _ 1 323-al? Az allitdsodat igazold!
Oldh Gydrgy (Komdrom,)

1. feladat megoldasa: Megmutatjuk, hogy az adott szim oszthato 323-al. A bizonyitast két részben
végezziik el. A 323 felbonthato két primszam, a 17 és a 19 szorzatara. Ha bebizonyitjuk, hogy a kifejezés
mindkét szammal oszthato, akkor megoldottuk a feladatot. S6t ennél tobbet is: a 2008 helyett barmely
péaros hatvanyra is be tudjuk latni az oszthatosagot.

Els6 lépésben nézziik meg a 17-el valo oszthatosagot.

Ehhez csoportositsuk at a tagokat igy: (202’c — 32k) + (162k — 1). Ekkor ismert azonossig alapjan
mindkét zarojelbsl ki tudjuk emelni a 17-et. Az elsé zardjelbdl kiemelhets a 20 — 3 = 17, a masikbol
pedig a 162 — 1 = (16 — 1) - (16 + 1). Ezzel a 17-el val6 oszthatéségot belattuk.

Most ismét atcsoportositjuk a tagokat a 19 kiemeléséhez: (20%% — 1) + (162% — 32%). Az elgbbiek
szerint az els§ tagbol kiemelheté 20 — 1 = 19, a mésodikbdl pedig a 16 + 3 = 19. Ezzel a 19-el valo
oszthatésagot belattuk.

2. feladat: Az ABC haromszogben |AB| = 20e, |[AC| = 16¢ és |BC| = 12e. Egy P kozéppontu és 2e
sugaru kor végig gurul az ABC' haromszog belsejében gy, hogy mindig érinti a haromszognek legalabb
az egyik oldalat. Mekkora utat tesz meg P addig, amig elGszor tér vissza a kiindulési helyzetébe?

Dr. Kdntor Sindorné (Debrecen)

2. feladat megoldésa: Az ABC haromszog derékszogd, mert oldalainak hosszai pitagoraszi
szamharmast alkotnak és a derékszog a C csticsban van. Legyen a BC befogo fiiggsleges helyzett (csak
az egyszertibb kifejezés lehet8sége miatt). Tekintsiik a gurul6 kornek azt a helyzetét, amikor a legfels
helyzetben érinti az AB atfogot és BC befogot. Jeldljiikk ekkor O-val a kor koézéppontjat és B’-vel az
O-bol a BC-re emelt meréleges talppontjat, vagyis az érintési pontot.

Nyilvin OB’ =2, ABC< =2-OBB< = 20.

BB —9. ct 6:2.C08ﬂ22- (1+c0s2ﬁ)/2:2. \/m=2-\/3_2:4
g sin 3 (1 —cos28)/2 m 78 .

Igy a P pont altal befutott fiiggsleges tavolsag: 12 — 4 — 2 = 6, ami éppen a fele az ABC haromszog
BC oldala hosszanak. Az ABC haromszog és a P pont altal befutott haromszog alaki palya hasonlosaga
miatt, mivel a hasonlosig ardnya 1 : 2-hoz, P pélyajanak a hossza az ABC haromszog keriiletének a
fele, vagyis: 24.

3. feladat: Egy nagy tablazat ,kozepére”’ beirjuk az 1-et, majd az dbran lathaté modon ,csigavo-
nalban” folytonosan beirjuk az egymast kdvets egész szamokat. Mivel egyenld a kozvetleniil 2008 felett,
illetve alatt all6 két szam Gsszege?
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Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

3. feladat megoldasa: Folytassuk a tablazat kitoltését és keressiink szabalyszertiséget! Lathato,
hogy a paratlan négyzetszamok egy ,félatloban” helyezkednek el.



A 2008 a 432 = 1849 és 452 = 2025 kdzott helyezkedik el, ezért azt kell megvizsgalnunk, hogy melyik
két szam helyezkedik el a 2008 alatt és felett a 432 és a 472 = 2209 soraban.

17-tel kisebb a 2008 a 2025-nél, tehat a ,felette” 16vé sorban az 1849- nél 16-tal kisebb szdm van,
azaz az 1833. Az ,alatta” 1év6 sorban a 2209-nél 18-cal kisebb szam, azaz a 2191 lathato.

A keresett Osszeg tehat 1833 + 2191 = 4024.

A gondolatmenet lényegét az aldbbi séma teszi szemléletessé.

1833 ... 16-tal kisebb 432
2008 ... 17-tel kisebb ... 452
2191 ... 18-cal kisebb ... ... 472

4. feladat: Legyen n tetszéleges pozitiv egész szam. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan
a kovetkezd egyenletet:

n 1
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1+ 2o+ ...+, XT1-T2:...Tn

Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat megoldasa: Igazoljuk, hogy zr, =1, ( k=1,2,...,n ) az egyetlen megoldas.
Ha max{x1,z2,...,2,} > 1, akkor 21 + 20+ ...+ T >NAZ 22 ... Ty > 1,

T — n 1 z
gy 2= s + 7755 = < 2 ellentmondas.

5. feladat: Legyen az a adott valos szam és az f olyan valos fiiggvény, amelyre teljesiil a kovetkezd
egyenlet tetszéleges valés x, y-ra:

flz+y) = f@)fla—y)+ f(y)fla— ).

Mennyi az f(2008) értéke, ha f(0) = 57
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Szabd Magdi (Szabadka)

5. feladat I. megoldasa: Az y = 0 majd az x = a helyettesités utin

(1) f(z) = F(2)f(a) + F(0)f(a—a)

majd f(a) = [f(a)]? + 1/4, amib6l kovetkezik, hogy (f(a) —1/2)? =0, azaz f(a) = 1/2.

Most az (1) és az f(a) = 1/2 = f(0) alapjan kovetkezik a

(2) f(z) = fla—2).

Igy a feladatban leirt Osszefiiggés a kévetkezdre alakul: f(z +y) = 2f(x) f(y).

Tovabbé 1/2 = f(a) = 2f(x)f(a — x) = 2[f(x)]?, amibél az kivetkezik, hogy f(z) = 41/2.

Az f(b) = —1/2 ellentmondésra vezet; ugyanis —1/2 = f(b) = f(b/2 + b/2) = 2[f(b/2)]?, ami
lehetetlen, tehat f(x) = 1/2 minden valos z-re, igy az f(2008) = 1/2.

5. feladat II. megoldasa: Az x = y = 0 helyettesitésbdl megkapjuk, hogy f(a) = 1/2. Azutén y
helyére 0-t ill. a-t helyettesitiink és azt kapjuk, hogy f(z) = f(a — ) ill. f(z) = f(a + ).

Minden valos z-re teljesiil, hogy f(—z) = f(a — (—2)) = fla+z) = f(x). A feladat feltétele
alapjan minden z,y-ra kovetkezik, hogy: f(x —y) = f(x)fla+vy) + f(—y)fla—z) = f(x +y) =
f@) fla—y)+ fy)fla—z) = f(z+y).

Az y = z helyettesitéssel f(2x) = f(0) = 1/2, azaz f(x) = 1/2, igy az f(2008) = 1/2.

6. feladat: Az ABC héiromszog A pontbol indulé belss szogfelezGje a haromszog koré irhato kort
E pontban metszi. A kor E-beli érintGje AC egyenest D-ben, AB egyenest F-ben metszi. Bizonyitsatok
|AD|+|AF|  |FD|

|AE| - |BE|’

be, hogy
Egyed Ldszlé (Baja)



6. feladat megoldasa: Készitsiink abrat!

SN

A CUBE és CAF keriileti szogek azonos ivhez tartoznak, igy egyenlSek: CBE< = CAE< = §.
Az AED érint6 szaru keriileti sz0g, valamint az ABE keriileti sz6g azonos ivekhez tartoznak, igy
egyenléek. AED< = ABE< =+ 5.

Ebbél viszont kévetkezik hogy AED és ABE haromszogek hasonléak. Felirhatjuk tehat a hasonlosag

aré,nyé,t = AE, ahonnan ED AZEE.
A szogfelezo tételbdl: ED = AD, ahonnan FE = AL-ED

AD
AF-ED | AD-BE
FD =FE+ ED = 2535~ + “5%
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat BE-vel.

gg = ﬁg gg + A E, felhasznalva hogy

ED = ADBE kapJuk
FD _ AR AD

BE — AD ' DE +5 DE’ amibdl
FD _ AF4AD

BE BE °
Ezzel allitasunkat bizonyitottuk.



